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Ozet — Bilgisayar programlama dilleri bir veya daha ¢ok degiskene sahip denklemlerin ¢dziimiinde oldukga kullanish
yapilardir. Bu nedenle farkl algoritmalar olusturulur ve denklemlerin yaklasik ¢ozlimleri sayisal olarak elde edilir.

Denklemlerin ¢oziimleri i¢in yarilama, regula-falsi, Newton-Raphson, sekant ve sabit nokta iterasyonu gibi birgok yontem
vardir. Bu yontemlerin uygulamalar1 daha 6nce GeoGebra’da olusturulmustur. Bunlara ek olarak, diger yontemlerle beraber
verilen Miiller yontemi de ele alinabilir. Bu ¢aligmada GeoGebra yazilimi ile olugturulan Miiller yonteminin bir uygulamasi
verilecektir. Bu uygulama ile yaklagik sayisal ¢oziimlerin yaninda ¢oziimlerin grafikleri ve sayisal yontemlerden elde edilen
farkli gorsel segenekler verilecektir.

Anahtar Kelimeler — GeoGebra, Sayisal denklem ¢6zme, Etkilesimli 6grenme, Matematiksel aktiviteler, Miiller Y 6ntemi

Creating Applet with GeoGebra: Muller’s Method

Abstract — Computer program languages are highly useful tools in the study for solving equations with one or more unknows.
Therefore, various algorithms are constructed and the approximate solutions of these equations are obtained numerically.

There are many methods about solving equations as bisection, regula-falsi, Newton-Raphson, secant and fixed point methods.
We previously accomplished the applets on these studies in GeoGebra. Moreover, we can handle Muller’s method which is
one of the several possible methods. In this study, we present an applet on Muller’s method which is created GeoGebra
Software. The applet provides approximate numerical solution, as well as displays the graphs of the solutions and different
visual choices that are obtained from the numerical methods.

Keywords — GeoGebra, Numerical equation solving, Interactive learning, Mathematics activities, Muller’s Method

I. GIRIS GeoGebra’nin bir ¢ok uygulamalar1 onceki caligmalarda
gelistirilmistir. Sayisal iteratif yOntemlerin ele alindigi
calismada lineer olmayan denklemler i¢in egitici diizeyde
arayiizler tasarlanmistir [1-2]. Diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimiinde kullanilan Euler ve Runge-Kutta
yontemleri igin  bir uygulama gelistirilmistir  [3].
GeoGebra’nin matematik Ogretimindeki Onemi
vurgulanmigtir  [4].  Tirev  uygulamalar1  konusunun
ogretiminde dinamik bir yazilim olan GeoGebra tercih
edilmistir [5]. Limit ve siirekliliginin = &gretiminde
GeoGebra’nin etkileri incelenmigtir [6].

Matematik 6gretiminde gorsellestirmelerden yararlanarak
egitim amacl birgok uygulamalar olusturulmustur. Bu tip
uygulamalarla geometrik sekillerden daha ¢ok yararlanilmisg
ve olusturulan gorsellerle bircok cebirsel ve analitik
problemlerin ¢oziimlerini incelemek daha pratik ve eglenceli
olmustur.

Gorsel matematik uygulamalar1 olusturmak i¢in kullanilan
en Onemli yazilimlardan biri de GeoGebra’dir. GeoGebra
2001 senesinde ~ Markus ~ Hohenwarter  tarafindan
olusturulmustur ve gliniimiize kadar daha da gelistirilerek ¢ok
genis bir uygulama sahasi elde etmistir. Il. MATERYAL VE YONTEM

Matematik Ogretiminde bir¢ok konunun o6gretilmesinde,
teorik olarak verilen bir konunun gorsel olarak desteklenmesi A, GeoGebra Arayiizii ve Kullanimi
¢ok onemlidir. Bu gorsellestirmeler, 6grencilerin bu dersteki
kavramlar1 daha kisa siirede anlamalarim saglar. Bu durumda
GeoGebra, matematik 6gretme ve Ogrenme faaliyetlerinde
etkin bir sekilde kullanilir. Matematikle alakali birgok
konuda kullanici etkilesimli uygulamalar gelistirmek igin
GeoGebra’dan yararlanilmistir.

GeoGebra, cebir ve geometri kisimlari igin ayri ayri
penceleler igerir. Herbir penceresinde kendine 06zgi
uygulanmasi gereken stilleri ve komutlar1 vardir. Bu
boliimler cebir, geometri, hesaplama, CAS, tasarim gibi
srralanabilir. Bu pencerelerin  herhangi birinde bir obje
girildiginde diger bir pencerede uygun bir sekilde goziikecegi
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icin pencerelerin hepsi birbirine bagli olarak tasarlanmistir.
Ayrica digaridan 6zel komutlarin girilebildigi GeoGebra’ya
Ozgii tammlanmis komutlarda kullanilabilir. GeoGebra’nin
Sekil 1°deki gibi arayiizii vardir.
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Sekil 1. GeoGebra arayiizii

Grafik penceresinde gorilintiisii istenen nesnenin c¢izimi
yapilir. Yapilan c¢izimler daha sonra hareket ettirilebilir.
Burada GeoGebra’nin dinamik yapist ortaya g¢ikmaktadir.
Dinamik ¢izimler i¢in ara¢ ¢ubugundan faydalanilir. Buradan
¢izim yapilacak nesne secilir ve grafik penceresinde ¢izim
yapilir. Cebir penceresinde nesnelerin tim  ozellikleri
goriintiilenip degistirilebilir. Komut girig alaninda klavyeden
dogrudan komutlar girilebilir. GeoGebra’ya 6zgii komutlar
kullanicilara ayr1 bir kolaylik saglamaktadir. Hesap ¢izelgesi
boliimiinde Excel’de oldugu gibi veriler ile ¢alisilabilir ve
istatiksel kavramlar arastirilabilir. Bu alanda girilen veriler
grafik ekranna da aktarilabilir.

B. Miiller Yontemi

Miiller yontemi, sekant yonteminin genellestirilmis bir
sekli olarak bilinmektedir. Sekant yonteminde keyfi verilen
iki noktadan gecen dogrunun x —ekseinini kestigi nokta
giincel deger olarak aliniyorken, miiller yonteminde ise keyfi
iic noktadan gecen paraboliin x —eksenini kestigi nokta
giincel deger olarak hesaplanmaktadir. Sekil 2’de bu durum
gosterilmektedir.
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Sekil 2. Sekant ve Miiller Yontemleri yaklasimlari

Miiller yontemi, Verilen {i¢ noktadan gegen paraboliin
katsayilarinin tiiretilmesinden olusur. Denklem 1’de elde
edilen kuadratik formun x —eksenini kestigi nokta kok
yaklagimi olarak hesaplanmaktadir.

f(x) = alx —x,)> +b(x —x;) + ¢ @
(%0, f(x0)), (1, f(x1)) ve (xzf(x;)) noktalarindan

gegen parabola bulmak istiyoruz.

655

Bu noktalar Denklem 1°de yazilirsa,

fxo) = alxg—x2)* + b(xg— x) + ¢ 2
f(xy) =alx, — x)2 +b(x; —x2) +¢ (3)
flxy) = ale, —x2)* +b(x; —x) + ¢ (4)

sistemi elde edilir. Sadelik i¢in f(x) fonksiyonu tercih
edilmektedir. U¢ denklemden a, b ve ¢ bilinmeyenleri
¢oziilebilir. Denklem 4’den ¢ = f(x;) oldugu aciktrr.
Denklem 2 ve Denklem 3’de c¢’nin bu degeri yazilirsa,

fxo) — fxy) = alxg — x,)?% + b(xg — x3)
f(xy) = fxz) = alx; — x3)* + b(x; — x3)

®)
(6)

elde edilir. Cebirsel diizenlemelerle a ve b katsayilari
bulunabilir. Bunun i¢in farkli sayilar tanimlanmaktadir.

h0=X1—X0, h1=x2—x1
S = f(x1)—f(x0) 5. = f(x2)—F(x1)
0o~ v Y1 =

X1—Xo X2—X1

()

sabitleri tamimlanirsa, Denlem 5 ve Denklem 6’da bunlar
yazildiginda

(ho + hl)b - (ho + hl)za = hO(SO + hl(Sl
hlb - h%a = h161

sisteminden a ve b ¢oziilebilir. Buradan katsayilar,

51-80

= the (8)
b= ahy + 8, 9)
c = f(xz) (10)

olarak hesaplanmaktadir. Kokii bulmak igin Denlem 1’in
kuadratik sekli gozoniine alinirsa alternatif form olarak,

—-2c

X3 =X, + m (11)
elde edilir.
Yontemin kararhigmi saglamak i¢in Denklem 11°de

mutlak degerce en kiigiik kok tercih edilmektedir. b > 0 ise
pozitif isaret, b < 0 ise negative isaret kullanilmaktadir. Bu
secim en biiyiik paydayi olusturur ve boylece koke yakin olan
yeni bir tahmin vermektedir. x3; bulundugunda diger
iterasyonlara devam edilir. Bu durumda yeni baslangig
degerler olarak {x,,x;,x,} Vyerine {x;,x, x5} gilincel
degerleriyle yeni bir x, degeri hesaplanir. Bu sekilde
islemlere devam ederek her seferinde hesaplanan yeni
degerlerle koke yaklagilmaya calisilmaktadir.

Bu yontemin diger ydontemlerden farki, Denklem 11
kuadratik ifade oldugu i¢in reel koklerin yaninda kompleks
koklerin de bulunuyor olmasidir.
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111. SONUCLAR

Basit denklemler haricinde ¢ogu lineer olmayan denklemin
¢Oziimlerinin el ile bulunmasi zahmetli ve ¢ok zaman
gerektiren bir durumdur. Ancak Matlab, Mathematica ve
Maple gibi degisik tiirde yazilimlarla algoritmalar gelistirerek
daha kisa zamanda istenen ¢dziimler bulunabilmektedir. Bu
caligmada program bilgisine gerek duymadan denklem
¢oziimlerinin Miller yontemine gore elde edilebildigi
kullanici etkilesimli ve dinamik bir uygulama gelistirilmistir.
Bu sekilde sayisal ¢oziimlerin incelenmesinin yanisira
uygulamaya eklenen gorseller yardimiyla kullanicilara
kolayca yontemi irdeleme firsat1 verilmektedir. Uygulama
sayisal ¢dziimleri, mutlak hatalar1 tablo halinde géstermenin
yaninda gorsel olarak da bu degerleri birebir grafik ekranima
yansitmaktadir. Ayrica gosterme segenekleriyle uygulamada
istenen seyin ekranda olup olmayacagina  karar
verilebilmektedir.

Miiller yontemi i¢in GeoGebra’da tasarlanan uygulama
Sekil 3°de oldugu gibidir. Bu uygulama, x3 — 2x2 —5=10
denkleminin x, = —1, x; = 0 ve x, = 5 baslangi¢ degerleri
secilerek  koklerin Miiller yontemiyle elde edilisini
gostermektedir.
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Sekil 3. Miiller yontemi uygulama arayiizii
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Bu yontem i¢in f fonksiyonunun, baslangic degerlerin ve
duyarlihigm girilmesi gerekmektedir. Degerler girildiginde
eszamanli olarak hesaplamalar baslar. Kullanic1 bu degerleri
girdiginde, girilen ifadelere bagh olarak ekranda grafikle
beraber tablo degerleri ve Miiller yonteminde hesaplanmasi
gereken sabitleri gorebilmektedir. Miiller yontemi iteratif bir
yontem oldugundan diger asamalar1 goérebilmek igin
kaydirma diigmesi hareket ettirilmelidir. Kaydirma diigmesi
hareket ettirildiginde herbir iterasyonda hesaplamalar
giincelenecektir.

Uygulama arayliziinde igaret kutusunun onayli olup
olmamasi durumlara gore grafik iizerinde istenilen bilgiler
gosterilebilir veya gizlenebilir. Buradaki amag¢ kullanicinin
ekrandaki diizenlemeleri yoneterek daha sade ve anlagilir
bilgileri gormesidir. Sayet girilen parametreler ekranda
istenmiyorsa grafikle bu degerler ayni ekranda karmasaya
neden olabilecegi i¢in sadece grafik goriintiisii i¢in Bilgiyi
Goster/Gizle diigmesinden yararlamilabilir. Bu durumda
ekran gorintiisii Sekil 4’te oldugu gibi olmaktadir.

£ sl - M3 =71

/

yar 5
7R -
- -

Sekil 4. Bilgiyi Goster/Gizle diigmesinin islevi

Kaydirma diigmesi arttirildiginda herbir iterasyonda
hesaplanan degerler tabloya satiwr olarak eklenmektedir.
Miiller yontemi polinomlarla kdke yakinsama sagladigindan
herbir adimda elde edilen polinomlar grafige etkilesimli bir
sekilde eklenmektedir. Girilen tolerans degerine gore
yakinsama oldugunda uyar1 vererek kok hesaplanmaktadir.
Hesaplanan bu degerler yine es zamanli olarak grafige
aktarilmaktadir. O halde sonraki iterasyonlarda elde edilen
sonug ve grafik Sekil 5’de verilmistir.
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Sekil 5. Miiller yonteminin yakinsama durumu

Iterasyon  degeri arttirildiginda  tiim  asamalardaki
hesaplamalar yapilir ve hesaplanan sayisal degerler tabloya
eklenir. Ayrica bu tabloda her adimda hesaplan hatalar da yer
almaktadir. Kullanicilar tiim iterasyon degerlerinde bu
degerleri gorebilmektedirler. Yakisama olma durumunda
ekranda tablo degerleri verilen ornege gore Tablo 1°de
oldugu gibi goriilebilmektedir.

Tablo 1. Arayiize eklenen tablo degerleri

iterasyon ¥a a1 0|2 ¥ |3 M Relatif Hata

Q -1 0 5 0.78RE0  —h.T2349 0.78558
1 [i] 5 0.7BEEH LTETED  —HT2RO 0.56601
2 5 0. 76586 1.TETED 240072 260049 0.25368
3 0.7ohRE  L.76THD 240072 275103 0.68395 0.12734
4 LTETED 240072 2751035 268914 —0.0L645 0.02301
5 240072 275103 268014 260066 —0.00003 0.00058
L] 275103 268014 260065 269065 [i] [i]

T 268004 260065 260085 260065 [i] [i]

] 260085 260065 260085 2.60065 [i] [i]
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Miiller yonteminde hesaplanan parametre degerleri her
iterasyon degerinde giincellenmektedir. Son adimda
hesaplanan degerler Sekil 6’da verilmektedir.

F:xd—2x—5=0,9:-1,x:0,x:5
hy = xg — x5 = 2.75103 — (2.40072) = 0.35032
hy = x7 — xg = 2.68914 — (2.75103) = —0.06189
5 — F06) = F(xs) _ F(2.75103) —F(2.40072)
hg 0.35032
_0.68395 — (—2.69049)
- 0.35032
5, = ) = fx6) _ F(2.68914) —F(2.75103)
hy —0.06189
—0.01645 — (0.68395
= —ﬂ.ﬂﬁ:{ﬁg ) =11.31725
91— _ 11.31725 — (9.63258)
hy+hy —0.06189 4 (0.35032)
b=a.hy+ &
= 5.84089 x (—0.06189) 4 (11.31725) = 10.95577
c = f(xr) = £(2.68914) = —0.01645

=19.63258

= 5.84089

Xs—x—l-& b > 0 ise isaret 4
- b+ +bI—dac| b <0iseigaret —
—2{(—0.01645

—2.68914 + (=2 )

10.95577 £ \/(10.955??)2 — 4(5.84089) (—0.01645)
Yaklas ik kik :| x5 2 2.60065

Sekil 6. Uygulamada hesaplanan sabitler boliimii

Uygulamaya eklenen Yakin Plan ve Uzak Plan
diigmeleriyle grafikleri ve sayisal ¢6ziimleri sadece istenen
kisimlar1 daha genis pencereden gostermek miimkiin
olmaktadir. Sirasiyla yakin ve uzak plan gosterimleri Sekil 7
ve Sekil 8’de verilmektedir.
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Sekil 7. Grafik yakin plan gosterimi
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D Bilgiyi GoblerGizle

. ¢

Sekil 8. Grafik uzak plan gésterimi

IV.TARTISMA VE DEGERLENDIRME

Bu ¢alismada denklem ¢6ziimlerinin miiller yonteminin bir
uygulamasi olarak GeoGebra’da nasil olabilecegini agikladik.
Bu uygulamayr kullanarak sayisal ¢6ziim arastrmanin
yaninda ¢oziimiin geometrik agidan gorsel hale getirilmesi
saglanmustir. Ayrica farkli fonksiyonlar ve farkli parametreler
secerek GeoGebra’nin dinamik yapisini kullanarak daha
farkli sonuglarmnin test edilmesine imkan verilmistir. Bu
sekilde denemeler yapilarak aslinda teorik olan dersin daha
anlasilir olmas1 amaglanmustir.

Sayisal hesaplamalarda olusturulan uygulamalar hem
kullanishidir hem de egitim ve dgretime katki saglamaktadir.
Bu nedenle egiticiler, daha gelismis uygulamalar
olusturabilirler ve gelistirdikleri bu uygulamalar alanda ¢ok
fayda saglayabilirler.
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