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Ozet — Bu galismanin amaci agirlik fonksiyonunun bazi 6zelliklerini uygulayarak, agirlikli Morrey uzaylarinda saliiml
cekirdekli konvoliisyon operatorii i¢in kuvvetli ve zayif tipli agirlikli norm esitsizliklerini elde etmektir. Dolayisiyla, bu
caligmanin ana odagi, klasik salinimli ¢ekirdekli singiiler integral operatoriinii ve onun son gelismelerini incelemektir. Bu
baglamda, p > 1 igin L, ,(w) agirlikli Morrey uzayimndan bir diger L, ,(w) agirlikli Morrey uzayma ve Ly ,(w) uzaymdan

WLy, (W) zayif uzayma B > 0, B # 0 pozitif reel sayist i¢in Kz (x) = el |B(1 + |x|)™" salimmli ¢ekirdek olmak iizere
Kp * f(x) salimmli gekirdekli konvoliisyon operatdriiniin sinirliligmin saglanmasi igin yeterlilik sartlar1 elde edilmistir.

Bugiine kadar yapilan calismalarda genellikle cesitli uzaylarda, Kz * f(x) operatorii i¢in bazi esitsizlikler elde edilmistir.
Ancak bu operatoriin agirlikli Morrey uzaylarindaki siirhiliklar: ile ilgili sonuglar olduk¢a azdir. Bu ¢alisma ile literatiirdeki

bu boslugun doldurulmasi planlanmaktadir.

Anahtar Kelimeler — Salinimli ¢ekirdek, konvoliisyon operatérii, A,, agurliklary, agirlikly Lebesgue uzayi, agirlikli Morrey

uzayt

I. GIRIS

Agirlikl esitsizlikler Fourier analizinde dnemli bir yere sahip
olup cok cesitli uygulamalara sahiptir. Ozellikle, agirlik
teorisi Lipschitz bolgeleri {izerinde Laplace denklemi igin
sinir deger problemleri c¢aligmalarinda 6nemli bir rol
oynamaktadir. Agirlikli esitsizliklerin diger uygulamalar
extrapolasyon teorisi, vektor degerli esitsizlikler ve lineer
olmayan kismi diferensiyel denklemlerin bazi siniflari igin
hesaplamalar1 icerir. Bu alandaki ilk ¢alisma 1970 lerde
Muckenhoupt [9] tarafindan yapildi. O, iyi bilinen A, sartini
tanitt1 ve bunu L, (w) agirhkli Lebesgue uzayinda M Hardy-
Littlewood maksimal operatoriiniin sinirliligint karakterize
etmek icin kullandi. Bundan bdyle A, yi Muckenhoupt
siniflar olarak adlandiracagiz. Yani, tiim B yuvarlar1 igin

( )p_l <c

ise, bu durumda bazi 1 <p < oo igin w(x) € A,(R™) dir
denir. Daha fazla ayrint1 i¢in bakiniz: (Karaman [6]; Giirbiiz
[5]). Yani, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin
L,(w) = L,(R",w) agirliklh L, uzaym kendi {izerine
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doniistiren  Muckenhoupt  karakterizasyonu, A, smifinin
tanimlanmasina ve agirlikli esitsizlerin gelismesine yardimci
olmustur.

Bir agirlik fonksiyonu, hemen hemen her yerde pozitif lokal
integrallenebilen w: R™ — [0, ) bir fonksiyondur. Buradan
agirliklarin sadece sifir Lebegue olgiili bir kiime iizerinde
sifir ya da sonsuz oldugu anlasilir. Eger w bir agirlik ve 1/w

lokal integrallenebilir ise bu durumda 1/w fonksiyonu da bir
agirhiktir.

Verilen bir w agirhigi ve bir E 6lgiilebilir kiimesi i¢in w(E) =
fE w(x)dx notasyonunu E kiimesinin w-6l¢iisiinii géstermek
icin  kullanacagiz.  Agirliklar  lokal integrallenebilir
fonksiyonlar olduklarindan bir yuvar tarafindan igerilen
biitiin E kiimeleri i¢in w(E) < oo olur. Verilen bir w agirhik
fonksiyonu i¢in B herhangi bir yuvar olmak tizere w(2B) <
Dw(B) olacak sekilde bir D > 0 sabiti varsa w doubling
sartint saglar denir. w bu sart1 sagladiginda kisalik icin w €
A, biciminde yazilir. Ustelik bu fonksiyon Lebesgue
Olgiisiine gore mutlak siirekli olan dy = w(x)dx Ol¢isiinii
dogurur. Bu sebeple, yazarlar siklikla Olcliyii agirlikla
tammlarlar ve L,(w) yi L,(u) anlamina gelecek sekilde
yazarlar.

Sonug olarak, w bir agirlik, yani pozitif lokal integrallenebilir
bir fonksiyon ise bu durumda L, (w) agirlikli Lebesgue uzay1
1<p< ®igin

L,(w) = L,(R",w)

= {f: I f iy = (g IfCOIPWCRAX)P < oo}
Ve p = o i¢in
Loy = Lo (R™, W)

={f:1 f I, = esssupxern|f ()| (x) < oo}
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olarak tanimlanir. w = 1 ise basitce || f ”pr yerine || f IILp

yazariz.

L, (w) agirhkl Lebesgue uzay: disinda, L,(w) nin dogal bir
genellestirmesi olan Ly, (w) agirlikli Morrey uzay1 baska bir
o6nemli fonksiyon uzayidir. 1<p <o, 0<k<1 ve w
agirhik  fonksiyonu olmak iizere, Ly, ,, (W) = L, (R", W)
agirlikli Morrey uzayi

i p
Il f ”Lp(B(x,r),w)) < o

=

sup
x€RM,r>0

K
L1(B(x,1)

Il f I, o=

ile biitiin f € le?‘:(w) fonksiyonlarinin tiim simiflariin bir
koleksiyonudur. Eger k =0 ise, bu durumda L,,(w) =
L,(w) olur. Eger k = 1 ise, bu durumda w ye gore Lebesgue
diferensiyelleme teoreminden L, ;(w) = L., (w) elde edilir.

Ayrica 1<p<oo, 0<k<1 ve w agirhk fonksiyonu
olmak iizere, WLy, (w)=WL,, (R",w) zayif agirlikh
Morrey uzayi

1
1 p

K
L1(B(x,1)

_ 14
I f lwey, e = I f "WLp(B(x.r).w))

sup
x€ER™,r>0 il
< o
ile tanimlanir.

B >0, B # 1 pozitif reel sayis1 verilsin. Bu durumda K (x)
salimimli ¢ekirdek

Kz (x) = e (1 4 |xm

ile tamimlanir. Bu durumda salimml ¢ekirdekli konvoliisyon
operatorini

Kg * f(x) = [on Kp(x = Y)f (¥)dy
ile gosterecegiz.
Bu c¢alisma boyunca C, acgikca ifade edilmeksizin her bir
ifadedeki degerini degistirebilen pozitif bir sabiti ifade eder.

Il. MATERYAL VE YONTEM

Bu ¢aligmanin hazirlanmasinda kaynak makalelerden
yararlanilmigtir. Calisma siiresince konuyla ilgili makale ve
kitaplar taranip benzer teknikler kullanilarak bu ¢aligma

sonuglandirilmistir.

I1l. BAZI LEMMALAR

Bu boliimde ana sonuglari ve ispatlarini vermeden Once,
sirastyla A, agirlik siiflarimin ve agirlikli Lebesgue uzaymin
ozellikleri ile ilgili asagidaki lemmalar1 ispatsiz verecegiz. Bu
lemmalar ana sonuglarin ispat1 i¢in gereklidir.

Lemma 1 [7] Eger w € 4, ise bu durumda

w(2B) = Cw(B)
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olacak sekilde bir C > 1 sabiti vardir.
Lemma2[3]B > 0,8 # 1veu > 0olsun.

(i) Egerw € A, ise bu durumda
sg}(:)),uw({x €B:|Kp * f(X)| > p}) <l f I,
u

olacak sekilde bir C > 0 sabiti vardir.

(i) Egerw € A, (1 < p < o0) ise bu durumda

Il Kg * f IILP’WS clf ”Lp,w
olacak sekilde bir C > 0 sabiti vardir.

IV. ANA SONUC VE ISPATI
Bu boliimde ana sonucumuzu ve ispatini verecegiz.
Teorem 1 1<p <o, 0<k<1vewe€A, olsun. Bu
durumda

W Kg * flle, o< CIf L, w 1

olacak sekilde bir C > 0 sabiti vardir.
Ayrica p=1i¢in 0 <k <1, we€A; ve u>0 olsun. Bu
durumda

suguw({x €B:|Kg * f()| > u})
u>

S f Ml oy w(B)®
saglanir.
Ispat. 1 <p < o ve w € 4, olsun. Keyfi bir x, € R™ igin
B = B(x,,1), xo merkezli r yarigapli yuvar ve 2B =
B (x,, 27) olsun. f fonksiyonunu
f=h+fo AO)=FOx(),
200 =FfOxepc®), >0
bigiminde ifade edelim. Bu durumda Kj * f(x) = Kp *
fi(x) + Kg = f,(x) elde ederiz. Kz * f operatoriiniin lineer
olma 6zelliginden

’@fs |Kg * f(x)[Pw(x)dx <
@IB |Kp * f1(0)[Pw(x)dx

; fB |Kp * f>(0)[Pw(x)dx

=F+aG

2

w(B)¥

elde ederiz.

F’yi tahmin etmek i¢cin Lemma 1 den
FLSCIf "Lp,x(W)

elde ederiz.

Simdi G ’nin tahminine donelim. Bunun i¢in 6nce asagidaki

noktasal tahmini elde edelim:

©)

o 1
|Kﬁ *fz(x)| < C2k=1ﬁf2k3 If (2)ldz. (4)
Sonra (4), Holder esitsizligi ve A, sartindan
1
Jyip If@dz < C I f Nl 12641 Blw (251 B)P 7Y
elde ederiz. Boylece,
GLSCIf ”Lp,K(W) (5)

elde edilir. Sonug olarak (3) ve (5) den

1
w(B)¥ fB |Kﬁ * f(x)|pw(x)dx <Cl f ”Lp,k(W)
elde edilir. Boylece (1)’in ispat1 tamamlanir.
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Simdi de yukaridaki (2)’nin tahminine donelim. Bunun i¢in
de 6nce f fonksiyonunu

f=Fxstfxppec =i+
biciminde ifade edelim. Bu durumda herhangi bir 4 > 0 i¢in
W({x € B: |Kﬁ *f(x)| > u}) <
W({x € B: |Kﬁ *fl(x)| > %})+
w({x € B: |K,; *fz(x)| > E})
yazilir.

Lemma 1 ve Lemma 2 (i) den yukaridaki ilk kism1 asagidaki
sekilde elde ederiz:

w({xeB: |k« )] >4)) < U f oy wB. (6)
Ikinci kisim i¢in, dnce
w({x € B: |Kﬁ *fz(x)| > %})

C

= ;f{"EB:|KB*fz(x)|>%} |KE * fz(x)|W(x)dx

oldugu gorilir.
Sonra (4) esitsizligini yukarida yerine yazarsak
c
w({x € B:|K; « 00| > 4}) < S f W oy WB)S (7)
oldugunu goriiriz.

Boylece (6) ve (7) den Teorem 1 in ispatin1 tamamlamis
oluruz.

V. TARTISMA VE SONUC
Harmonik analizde, klasik operatorlerin (= singiiler,
maksimal ve Riesz potansiyelleri) ¢esitli fonksiyon
uzaylarindaki esitsizliklerinin ¢aligmalari ¢gok 6nemli bir yer
tutmaktadir. Klasik Morrey uzaylari, ikinci dereceden eliptik
kismi diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin lokal
davraniglarini aragtirma ¢alismalarinda Morrey [8] tarafindan
ortaya konulmustur. Morrey uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin
bir uzantis1 olarak degerlendirileceginden klasik operatdrlerin
siirliliklariin Morrey uzaylarinda arastirilmasi oldukga
dogal ve 6nemlidir. Chiarenza ve Frasca [2] Hardy-
Littlewood maksimal operatorii, kesirli integral operatorii ve
singiiler integral operatorlerinin Morrey uzaylarinda
sinirliligini géstermistir. Morrey uzaylarinda kesirli integral
operatdriiniin (Riesz Potansiyeli) sinirliligi Adams [1]
tarafindan calisilmistir. Agirlikli Lebesgue uzaylarinda
yukarida bahsedilen operatorlerin sinirliligi Muckenhoupt ve
Wheeden [10] ve ayrica Coifman ve Fefferman [4] tarafindan
elde edilmistir. Ayrica, bu uzaylarda Kz * f(x) operatdriiniin
siirliligi Chanillo ve ark. [3] tarafindan ¢alisiimistir. Bu
sonuglar daha sonra ¢esitli uzaylara genisletilmistir. Diger
taraftan (agirlikli) Morrey uzaylari (agirlikli) Lebesgue
uzaylarinin bir uzantisi olarak degerlendirilebileceginden
klasik operatorlerin sinirhiliklarmin agirlikli Morrey

uzaylarinda arastirilmasi oldukca dogal ve dnemlidir.

Ozellikle, pek ¢ok arastirma Morrey tipli uzaylar teorisindeki
bazi bosluklar1 doldurmak i¢in Morrey uzaylarini temel alan
fonksiyon uzaylarina odaklanmaktadir. Ayrica bu uzaylar
ikinci mertebeden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin lokal davraniglarini arastirma ¢aligmalarinda ve
harmonik analizde dnemli rol oynamistir. Fakat bu konu bu
makalenin kapsamin1 agtigindan burada detaylari gegiyoruz.
Bununla beraber agirlikli Morrey uzaylari yeni ¢alisilmaya
baslanmis olup Komori ve Shirai [7] tarafindan bu uzaylarda
maksimal, kesirli integral, Calderéon-Zygmund operatorlerin

ve komiitator operatoriiniin sinirliligt elde edilmistir.

Sonug olarak, bu ¢alismada p > 1 igin Ly, ,,(w) agirlikli
Morrey uzayindan bir diger L, ,(w) agirlikli Morrey uzayina
ve L, ,(w) uzayindan WLy, (w) zayifuzayma £ >0, #
0 pozitif reel sayis i¢in Kp * f(x) salimmli gekirdekli

konvoliisyon operatoriiniin sinirliliginin saglanmasi icin

yeterlilik sartlar1 elde edilmistir.
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