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Ozet — Tastyic1 elemanlarin zorlanmus titresimlerin analizinde, serbest titresim analizi énemli bir yer tutmaktadir. Kirislerin
yapisal davraniginin incelenmesinde sadece egilme tesirlerinin dikkate alindigi teoriye Euler kiris teorisi denilmektedir.
Miihendislik analizlerinde Euler kiris teorisi yaygin olarak kullanilmaktadir. Siirekli kiitleli dinamik hesap modeli kurulan Euler
kirig teorisine uyan kirigin serbest titresimine ait homojen kismi diferansiyel denklemin dordiincii mertebeden oldugu
bilinmektedir. Bu denklemin analitik ¢6ziimii neticesinde agisal frekanslarmin hesaplanabilmesi i¢in baglangi¢ ve smir kosullari
kullanilarak elde edilen frekans denkleminin kdklerinin bulunmasi yeterlidir. Bu tiir diferansiyel denklemlerin uygulamasi
gecmiste elektrik devrelerinin analizinde kullanilan diferansiyel transform metodu (DTM) ile ¢dziimii miimkiindiir. Iteratif bir
¢Oziimii olan yontemde kullanilan terim sayisi arttik¢a sayil ¢dziim sonuglari , analitik ¢6ziim sonuglariyla Ortiismektedir.
Caligmada her iki ucu basit olarak mesnetlendirilmis Euler kirsinin ilk ii¢c moduna ait agisal frekanslarmin DTM ile ¢6ziim
adimlar1 sunulmus, bu yontem ve analitik ¢6ziim yontemi kullanilarak elde edilen agisal frekans degerlerinin kiyaslamasi sayisal
orneklerle sunulmustur.

Anahtar Kelimeler — Diferansiyel transform metodu, serbest titresim, a¢isal frekans, mod, Euler Kiris Teorisi

I. GIRIS III.BASIT MESNETLI KiRiSIN SERBEST TiTRESIM
DENKLEMI
Kiris  davramisinda sadece egilme tesirlerinin dikkate
alindig1  teori Bernoulli-Euler Kiris Teorisi olarak
bilinmektedir. Bernoulli Euler Kirig Teorisine uyan her iki ucu
basit mesnetli kiris ve bu kiristen ¢ikartilan dx uzunluklu
parcada olusan ig tesirler, (Sekil-1,a,b)’de sunulmustur.

Zorlanmig titresim hareketinin incelenmesinde, kirigin
serbest titresimine ait frekans ve periyotlarin bulunmasi
gerekmektedir. Kiriglerin davranigina gore serbest titresime ait
literatiirde ¢ok sayida arastirma bulunmaktadir [1],[2],[3]. Bu
caligmalarda, kiriglerin serbest titresimine ait agisal frekans ve
periyotlar1 analitik olarak hesaplanmistir. Elastik zemine
oturan, elastik zemine kismi gomiilii kaziklarin serbest
titresimine ait acisal frekanslar analitik yontemle elde EI, m
edilmistir [4],[5]. Yiiksek mertebeden kesme tesirlerinin
dikkate alindigi Reddy-Bickford Kiris Teorisine  veya y*
Timoshenko Kiris Teorisine uygun davranan kirislerin serbest L_ L _‘
titresimine ait ¢alismalar mevcuttur [6],[7].

Iteratif bir yaklasim metodu olan Diferansiyel (a)
Transformasyon Metodu (DTM), ilk defa elektrik devrelerinin M(x t)+0M(X,t) dx
incelenmesinde kullanilmistir [8]. DTM kullanilarak titresim ( '> ? 0x
analizlerinin yapildig1 ¢aligmalar mevcuttur [9],[10]. DTM, M(x,t)
yiikksek mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin
basar1 ile uygulanabilmektedir.

1I. AMAC VE KAPSAM I S
Her iki ucundan sabit mesnetli olarak mesnetlendirilmis ve (b)

davranist Bernoulli-Euler Kiris Teorisine uyan kirisin serbest
titresimine ait dordiincli mertebeden homojen diferansiyel
denkleminin DTM kullanilarak ¢6ziimii ve ilk iic moda ait
acisal frekanslarinin hesabi amaglanmigtir. Bu amaca yonelik
olarak kirisin baslangi¢ ve sinir kosullar1 kullanilarak kirisin
frekans denklemi DTM ile elde edilmistir.

Sekil-1,a:Bernoulli-Euler kirisi; b:i¢ kuvvetler

Bernoulli-Euler kiriginin serbest titresimine ait diferansiyel
denklemin agagidaki gibi oldugu bilinmektedir [1], [2]:

o*y(xt) , m o°y(xt)

P @
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Burada, EI kirisin egilme rijitligini, m kirisin yayil
kiitlesini, y(x,t) elastik egri fonksiyonunu, x konum
degiskenini, t zaman degiskenini tantimlamaktadir.

L, kiris uzunlugunu gostermek {iizere, z=x/L boyutsuz
konum fonksiyonuna goére (1) numarali denklem asagidaki
gibi yazilir.

o'y(z,1) 1 .m o%y(z,1) 0o @
ozt L' El ot?
Boyutsuz yerdegistirme fonksiyonu y(z¢t) , degiskenlere
ayirma yontemi kullanilarak asagidaki gibi yazilir.
y(z,t)= ¢(z).sin(wt+0) (3)
Burada o agisal frekansi, 0 faz agisin1 gostermektedir.
Boyutsuz yerdegistirme fonksiyonu (3), (2) numarali
denklemde yerine vyazilir ise, Bernoulli-Euler kiriginin
boyutsuz z degiskenine gore serbest titresimine ait dordiincii

mertebeden homojen diferansiyel denklemi asagidaki gibi elde
edilir.

¢(Z)IV mw?2
T T @ =0 ©
Burada, ¢(z)"V = % gostermektedir.

IV. DIFERANSIYEL TRANSFER METODU

DTM, Zhou tarafindan elektrik devrelerine uygulanmasi
ile ortaya atilmustir [8]. Metot adi ve kismi tiirevli, diferansiyel
denklemlerin baglangic kosullar1 altindaki ¢6ziimlerinde
kullanilmaktadir.

Yontemde, @(z), tanimlanan bir D bélgesinde analitik
fonksiyon olsun. ®(z) fonksiyonunun Vze D i¢in Taylor serisi
acilimi agagidaki sekilde tanimlidir[11]:

a5 ()

$(z) = Xizo ( dzk )z=zi

zi = 0 olarak secilmesi durumunda bu seri agilim
Maclaurin serisi olarak adlandirilir ve asagidaki sekilde
tanimlanir:

( )Z=0

Buradan, ¢(z) fonksiyonunun diferansiyel doniistimii ise, Vke
K i¢in asagidaki sekilde tanimlanir:

). co

Burada; K bolgesi negatif olmayan tamsayilarin kiimesi;
®(k), Kbolgesinde ¢(z) nin spektrumu veya doniistiiriilmiis
fonksiyonu; k doniigiim parametresi; H diferansiyel doniigiim
yonteminin degisim aralig1 olarak tanimlanmistur.

(z—z)K
k

®)

d¥o(2)
dzk

@k

k!

d(z) = I, (6)

dk¢(2)
dzk

oK) = Tlp(@)] = =

k

(")

Taylor seri ag¢ilimindan, diferansiyel doniisiimiin ters
doniistimii asagidaki sekilde ifade edilebilir.
d(2) = Tio(P P X 8)
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(8) denklemi miihendislik problemine uygulandiginda, ¢(z)
fonksiyonunun sonlu Taylor serisi terimi ve kalan teriminin
toplami olarak da asagidaki gibi elde edilir:
$(@) = TR0 + Ryz1(2) 9)
DTM kullanarak, bir diferansiyel denklem K bolgesinde
cebirsel sirali denklemlere doniistiiriiliir. ¢(z) bilinmeyen
fonksiyonunun  diferansiyel ~ doniisimii  ®(k)  swral
denklemlerin ¢oziimleri ile elde edilir ve buradan denklem (8)
ve (9) kullanilarak &(k) nin ters doniisiimiinden
d(z)bilinmeyen fonksiyonu elde edilir.

DTM de ¢bziim fonksiyonlarinin kapali formlar1 yerine
polinom fonksiyonlarmm alinmas: yiiksek mertebeden
tiirevlerinin hesaplanmasit daha kolay olmasi yoniinden diger
yontemlerden daha yaygin kullanim alanma sahip oldugu
sOylenebilir.

Temel matematiksel islemlerin diferansiyel doniisiim
yonteminin uygulanmasi ile elde edilen formlardan bazilar1
Cizelge-1’de sunulmustur [11].

Cizelge-1:Temel matematiksel islemlerin  diferansiyel
doniisimii.
Orijinal ~ fonksiyon | Diferansiyel doniisiim fonksiyonu
¢(2) (k)
a=sht, ad(z) a=sht, ad(k)
$(2) + ¢(2) P(k) + Y(k)
do(z) k+DPk+1)
dz
d?¢(z) k+1D&k+2)Pk+ 2)
dz?
d3d(2) (k+Dk+2)(k+3)P(k+3)
dz3
d*¢(z) k+D&k+2)(k+3)(k
dz* +4)D(k+4)

V. KiRISIN SERBEST TiTRESIM DENKLEMINE DTM
UYGULANMASI
Bernoulli-Euler kiriginin (4) numaral1 serbest titresimine ait
diferansiyel denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

®V(2)+D(2)=0 (10)

2L4
Burada, D = m“;I

(10) numarali denklemin diferansiyel doniisiimii, Cizelge-
1’e gore asagidaki gibi yazilir.

gostermektedir.
k+1Dk+2)(k+3)(k+ 4Dk +4) = -Dd(k) (11)

Her iki ucu sabit mesnetli olan Bernoulli-Euler kiriginin
(Sekil-2) baslangi¢ ve sinir kosullar1 asagida sunulmustur.

El, m

L

~ —

Sekil-2:Her iki ucu sabit mesnetlendirilmis kiris.
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1 inci baslangic kosulu, z=0 noktasinda yerdegistirme
yoktur:

$(z=0)=0 (12)

1 inci smir kosulu, z=1 noktasinda yerdegistirme yoktur:

¢z=1)=0 (13)
2 inci baslangi¢ kosulu, z=0 noktasi egilme momenti
tagimaz:

d?¢p(z=0) _

=0 (14)

2 inci siir kosulu z=1 noktasi egilme momenti tagimaz:

¢(z=1)

dz?

=0 (15)

Her iki ucu sabit mesnetli kirisin (11) numaral diferansiyel
doniigiimi bagmtis1 ve (12) numarali sinir kosullar1 dikkate
alinir ise, her k degeri i¢in diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1
asagidaki gibi yazilir.

(12) numarali baslangi¢ kosulu kullanilarak, ©(0)=0; (14)
numaralt baslangig kosulu kullanilarak, ®(2)=0 olarak
hesaplanir. (13) ve (15) numaral sinir kosullar1 kullanilarak
sirastyla ®(1) ve O(3) i¢in asagidaki kabuller yapilabilir:

d(l)y=a DPQ3)=b (16)

®(0)=0 , ®(2)=0 ve (16) numaral1 kabuller kullanilarak
k=0,1,2,3,4,5,..... i¢cin ®(k) degerleri asagidaki gibi
hesaplanir:
k=0 D(4)=0 (17)
k=1 ®(5)=-Da/5! (18)
k=2 ®(6)=0 (19)
k=3 ®(7)=-3!Db/7! (20)
k=4 D(8)=0 (22)
k=5 ®(9)=D?a/9! (22)
k=6 ®(10)=0 (23)
k=7 ®(11)=3!D?b/11! (24)
k=8 ®(12)=0 (25)
k=9 ®(13)=-D%/13! (26)
k=10 D(14)=0 (27)
k=11 ®(15)=-3!D%p/15! (28)
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(17) - (28) numarali (k) terimleri genellestirilerek , (12) ve
(14) numarali kosullarda yerine yazilir ise sirasiyla asagidaki
bagntilar elde edilir:

(- 1)k+1Dk_ (- 1)k+1Dk_1

[Z]Ij L (ak-3)! ] + 3'[Zk 17 (ak-1)! ]b =0 (29)
[, S B] +31[z 1%% =0 (30)

(29) ve (30) numarali denklemler matris formda asagidaki
gibi yazilir:

N (DDA G (cDMHIDt 1
Lkt o ! 3! [Zk 1 (ak-1)! = (31)
Z ( 1) D 3' [ZN (- 1)k+1Dk 1]
k=1 (4x-1)! TLAR=1 (gk-3)

Burada N, terim sayisin1 gostermektedir.

(31) numarali denklem sisteminin sifirdan farkli ¢éziimleri
icin katsayilar matrislerinin determinant degerinin 0’a 6zdes
alinmas1 gerekmektedir.

(31) numarali denklem sisteminin katsayilar matrisinin
determinant degeri her iki ucu basit mesnetli kirigin serbest
titresimine ait frekans denklemi f(w) olup asagidaki gibi
yazilir:

flo)=A11.A22-A12.A21=0 (32)
Burada,
_oN (_1)k+1Dk—1
A=Y= (4k—3)!
=3I N M
Asz 3.[2k=1 A ]
( 1)ka
A21 Zk 1 (4k—1)!
=3I N M
Ao=31[ZN, R ]
gostermektedir.

Frekans denkleminin ¢oziimii.

(32) numaral frekans denkleminin ¢éziimii i¢in bilgisayar
algoritmas1 hazirlanmistir. Frekans denkleminin kokleri,
modlara ait agisal frekans degerlerini vermektedir.

VI. TITRESIM DENKLEMININ ANALITIK YONTEM
KULLANILARAK COZUMU
Her iki ucu basit mesnetli kirigin, yayili kiitleli, sabit en
kesitli Bernoulli-Euler Kkirisinin serbest titresimine ait (10)
numarali diferansiyel denkleminin ¢6ziimii asagidaki gibidir

[11.[2].

&(z) = sin(Bz) C; + cos(Bz) C, + sinh(Bz) C; +

cosh(Bz)C, (33)
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Burada p =V/D, Cy,....,Cq integral sabitlerini gostermektedir.

(12) numarali baslangi¢ kosulu kullanilir ise asagidaki
bagnti elde edilir:
C, +C4 =0 (34)

(13) numarali sinir kosulu kullanilir ise asagidaki bagmnti
elde edilir:
- BZCZ +B2C4 =0 (35)

(14) numarali baslangic kosulu kullanilir ise asagidaki
bagnti elde edilir:
sin(B)C1 + cos(B)C2 +sinh(B)Cs+cosh(B)Ca =0 (36)

(15) numarali smir kosulu kullanilir ise asagidaki baginti
elde edilir:

-B2sin(B)Cy - B2cos(B)Ca +B2sinh(B)Ca+ P2cosh(B)Cs =0 (37)

(34)-(37) arasindaki bagntilar matris formda asagidaki
gibi yazilir:

0 1 0 1 G,
0 _ﬁZ 0 ﬁz CZ — 0
sinf cosp sinhf coshB |)Cs( ~
—B2sinf  —B%cosp PB*sinhB  B2coshpl \C,
(38)

(38) numarali denklem sisteminin katsayilar matrisinin
determinant degeri her iki ucu basit mesnetli kirigin serbest
titresimine ait frekans denklemi f(B) olup asagidaki gibi
yazilir:

f(B)=-2B*sin(p)sinh(B)=0

(39) numarali denklemin kokleri (Bi) kullanilarak her iki ucu
basit mesnetli kirisin agisal frekanslari, w; = [B{EI/mL*]%25
ile hesaplanr.

Her iki ucu basit mesnetli kirigin ilk ii¢c moduna ait agisal
frekanslar1 agagidaki gibidir [1],[2].

(39)

1 inci moda ait agisal frekans degeri:

2 [EI

s

w; =5 [~ (39)
2 inci moda ait agisal frekans degeri:
4m?  [EI
Wy = % ™ (39)
3 {incli moda ait agisal frekans degeri:
on? |[EI
w3 = % m (39)
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VII. SAYISAL UYGULAMA

olan Bernoulli-Euler kiriginin L=3m, 7 m ve 10m gore agisal
frekanslarr DTM ve analitik yontem kullanilarak
hesaplanmistir.

DTM ve analitik yontem kullanilarak Bernoulli-Euler
kiriginin ilk ¢ modu i¢in hesaplanan agisal frekanslari
Cizelge-1’de sunulmustur.

Cizelge-1: Terim sayist (N) ve kiris agikligma gére DTM
ve analitik yontem kullanilarak hesaplanan agisal frekans

degerleri (rad/sn).
L(m) Agisal | TERIM  SAYISI (N)
frekans DTM
rad/sn 5 6 8
™1 219,404 | 219,404 | 219,404
3 2 877,232 | 877,232 | 877,232
®3 1646,14 | 1932,092 | 1973,761
o1 40,299 40,299 40,299
7 2 161,200 161,200 161,200
®3 302,309 | 354,912 | 362,513
01 19,800 19,800 19,800
10 02 78,999 78,999 78,999
3 148,199 173,901 177,601
Cizelge-1:devam
L(m) Acisal TERIM  SAYISI (N)
frekans DTM
rad/sn 10 13 14
™1 219,404 | 219,404 | 219,404
3 ®2 877,232 | 877,232 | 877,232
®3 1973,761 | 1973,761 | 1973,761
1 40,299 40,299 40,299
7 ®2 161,200 | 161,200 | 161,200
®3 362,513 | 362,513 | 362,513
1 19,800 19,800 19,800
10 2 78,999 78,999 78,999
®3 177,601 177,601 177,601
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Cizelge-1:devam

L(m) | Agisal | TERIM | ANALITIK YONTEM
frekans SAVIS]

rad/sn 15 rad/sn
™1 219,404 219,324
3 2 877,232 877,298
03 1973,761 | 1973,920

1 40,299 40,284
7 ®2 161,200 161,136
03 362,513 362,557

1 19,800 19,739

10 ®2 78,999 78,957
®3 177,601 177,653

VIl .TARTISMA
DTM, her iki ucu basit mesnetlendirilmis Bernoulli-Euler
kiriginin serbest titresimine ait dordiincii mertebeden homojen
diferansiyel denklemine basar1 ile uygulanabilmektedir.
Metod, benzer miihendislik problemlerine de uygulanabilir.

IX. SONUC

DTM kullanilarak her iki ucu basit mesnetlendirilmis
Bernoulli-Euler kiriginin ilk ii¢ moduna ait frekanslari,
metodda kullanilan terim sayisi arttikga, kirig uzunlugundan
bagimsiz olarak analitik yontem kullanilarak hesaplanan agisal
frekans degerlerine yakmsamaktadir. Cizelge-1’deki sayisal
sonuglardan goriildiigli gibi, terim sayisi azaldik¢a 3 {incii
moda ait agisal frekans degerleri analitik yontem kullanilarak
hesaplanan acisal frekans degerlerinden uzaklasmaktadir.
DTM kullanilarak elde edilecek yiiksek modlara ait agisal
frekanslarin hesabinda, terim sayisinin arttirilmasi ¢éziimiin
hassasiyetini arttiracaktur.

Cizelge-1’de  goriildiigii  gibi, her iki wucu sabit
mesnetlendirilmig, yayil kiitlesi sabit olan Bernoulli-Euler
kiriginin, L uzunlugu arttik¢a, tim modlara ait agisal frekans
degerleri azalmaktadir.
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