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Ozet— 2017 yilinda Gordji, Ramazani, De La Sen ve Cho [1] ortogonal kiime ve ortogonal metrik uzay kavramlarini vermislerdir.
Ardindan genellestirilmis metrik uzaylarda sabit nokta ¢alismalar1 yapilmistir ([2]). 2018 yilinda Bilgili Gungor [3], koni metrik
uzaylarda ortogonallik bagintisini kullanarak biiziilme doniigiimleri igin sabit noktalarin varligini ispatlamigtir. Bu ¢alismada ise
Bilgili Gungor [3], Abbas ve Jungck [4] ¢alismalarindan esinlenerek, ortogonal koni metrik uzaylarda tanimli 6z doniisiimler
i¢in uygun biiziilme sartlart kullanilarak, ortak sabit noktalarin varligi ve tekligi incelenmistir.
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l. GIRIS

Sabit nokta teoride, uygun biiziilme kosullarini saglayan
doniigiimlerin ortak sabit noktalarini bulma konusu yaygin bir
yer almaktadir. Ilk kez 1976 yilinda Jungck [5], Banach
Biiziilme Prensibini, doniisiimler i¢in ortak sabit nokta
teoremine genellestirmistir. Bu teoremin pek ¢ok uygulamalari
olmustur. Fakat bu teoremde, verilen doniisiimlerin birinin
siirekliligi gereklidir. Bu durumun iistesinden gelmek icin
1982 yilinda Sessa [6], doniigsiimler igin zayif degismelilik
kavramini vermistir. 1986 yilinda Jungck [7] dontisiimler i¢in
zayif  degismelilik  kavramini  genellestirmek  adina,
bagdagiklik kavramimni literatiire kazandirmistir ve zayif
degismeli donistimlerin bagdasik oldugunu fakat kargitinin
dogru olmadigini ispatlamistir. 1994 yilinda Pant [8], R-zayif
degismeli doniisiimler kavramint ve bu doniisiimler igin,
doniisiimlerden en az birinin siirekli olmast durumunda bazi
ortak sabit nokta teoremlerini vermistir.

Diger taraftan Kannan [9], 1968 yilinda sabit noktalarinda
stirekli olmasina ragmen, tanim uzayinda siirekli olmayan bir
doniisiim i¢in sabit noktanin varligini gostermistir.

1996 ve 1998 yillarindaki c¢aligmalarmda Jungck [10,11],
cakisim noktalarinda degismeli 6z doniisiimler icin zayif
bagdagikligi tanimlamistir. Bu kavramlar kullanilarak pek ¢ok
aragtirmact, metrik uzaylar iizerinde doniigiimlerin ¢akisim
noktalariyla ilgili ¢esitli sonuglar vermislerdir. 2008 yilinda
Abbas ve Jungck [4], 2007 yilinda Huang ve Zhang [12]
tarafindan tanimlanan koni metrik uzaylarda verilen sabit
nokta teoremlerinden esinlenerek, koni metrik uzaylar
iizerinde ortak sabit nokta teoremlerinin ifade ve ispatini
yapmiglardir.

Ote yandan 2017 yilinda Gordji, Ramazani, De La Sen ve Cho
[1] ortogonal kiime ve ortogonal metrik uzay kavramlarini
vermislerdir. Ardindan bu uzaylarda sabit nokta ¢alismalari
yapilmustir. 2018 yilinda Bilgili Gungor [3], koni metrik
uzaylarda ortogonallik bagmntisint  kullanarak biiziilme
doniisiimleri igin sabit noktalarin varligini ispatlamigtir. Bu
calisgmada ise Bilgili Gungor [3], Abbas ve Jungck [4]
calismalarindan esinlenerek, ortogonal koni metrik uzaylarda
tanimli 6z doniisiimler i¢in uygun Dbiiziilme sartlar
kullanilarak, ortak sabit noktalarin varligi ve tekligi
incelenmistir.

Il. MATERYAL VE METODLAR

Tanim 1. ([1]) X # @ ve LS X x X bir ikili bagint1 olsun.
Eger ' L ' bagintisi

Ax, € X, (VyeX,xo LYy)V(Vy e X,y 1 xp) (D

kosulunu saglarsa X ortogonal kiime (O-kiime) olarak
adlandirtlir. (X, 1) ile gosterilir. Burada x, elemanina
ortogonal eleman denir.

Ornek 1. ([2]) X = Z olsun. k € Z igin m = kn oluyorsa,
m L1 n olarak tanimlansin. Her n € Zig¢in 0 L n oldugu
kolayca goriilebilir. O halde (X, 1) bir ortogonal kiimedir.

Siradaki 6rnekte x, ortogonal elemaninin tek olmadigini
gorebiliriz.

Ornek 2. ([2]) X = [0, ) olsun. x.y € {x,y}isex Ly
olarak tanimlansin. O halde x, = 0 ve x, = 1 olabilir. (X, 1)
bir ortogonal kiimedir.
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Tanim 2. ([1]) (X, L) bir ortogonal kiime olsun. Herhangi iki
x,y € X igin x L y ise bu elemanlara ortogonal baglantili
elemanlar denir.

Tanim 3. ([1]) Eger (X, L) ortogonal kiimesinde bir {x,, }
dizisi igin

(VneN,x, Lx,.1)V(VnEN,x,,; L x,) 2
oluyorsa {x,} dizisi ortogonal dizi (O-dizi) olarak
adlandirilir.

Benzer sekilde, bir {x,} € (X, 1) Cauchy dizisi i¢in
(VneN,x, Lx,.1)V(VnEN,x,,; L x,) 3

oluyorsa ortogonal Cauchy dizisi (O-Cauchy dizisi) olarak
adlandirilir.

Tanim 4. ([1]) (X, 1) bir ortogonal kiime ve d, X {izerinde bir
metrik olsun. O halde (X, L1, d) ortogonal metrik uzay (O-
metrik uzay olarak adlandirilir.

Tamim 5. ([12]) E reel Banach uzayi ve P € E olsun. P’nin
koni olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(i) P kapali,P # @ ve P + {0}
(ii) a,b eR,a,b >20,x,yEP = ax+by€eP
(lii)xePve —x€EP = x =04

olmasidir.

P < E konisi verilsin. Her x,y E Eignx <y ©y—x€P
olacak sekilde kismi siralama tammlayabiliriz. x < y fakat
x # y oldugunu gostermek i¢in x < y yazabiliriz.

y —x € int P iken x « y yazabiliriz. int P, P nin igini ifade
eder.

Her x,y € E i¢in en az bir K > 0 sayisi var yle ki 0 < x <
y iken ||x||z < K||y||g oluyorsa P konigine normal koni
denir.

Bu kosulu saglayan en kiigiik K > 0 sayisina P normal
koniginin normal sabiti denir.

P den alinan tistten sinirlt her artan dizi yakinsak ise P
konisine regiiler koni denir. Eger {x, } dizisi baz1 y € E i¢in

C))

olacak sekilde bir dizi ise o halde bir x € E igin ||x, — x|| =
0(n - ).

X1 X S X3 XXX, S...xY

Esdeger olarak P konisinin regiiler koni olmasi igin gerek ve
yeter sart alttan sinirli her azalan dizinin yakinsak olmasidir.

Iyi bilinir ki her regiiler koni bir normal konidir.

Calismamizin devaminda E bir reel Banach uzayi, P de
int P # @ olacak sekilde E iginde bir koni ve < bagintis1 da
P iizerinde kismi siralama bagintisi olarak kabul edilecektir.

Tanim 6. ([12]) X # @ olmak lizere d : X X X — E déniisiimii

d)Vx,yeEX, 0 <d(x,y),dx,y)=0gox=y
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(d2) Vx,y € X,d(x,y) = d(y,x)
(d3) Vx,y,z€ X,d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)

kosullarini saglasin. O halde d doniistimiine X iizerinde bir
koni metrik ve (X, d) ye de koni metrik uzay denir.

Lemma 1. ([13]) (X, d) koni metrik uzay olsun. Her ¢ € E de
0 < c olacak sekilde verilsin. x € E ve ||x|| < § oldugunda
¢ — x € int P olacak sekilde § > Ovardir.

Tanim 7. ([3]) (X, L) bir ortogonal kiime ve d, X {izerinde bir
koni metrik olsun. O halde (X, L, d) ye ortogonal koni metrik
uzay (O-koni metrik uzay) denir.

Ornek 3. ([3]) E=R%4P ={(x,y) EE:x,y =0} S
R ? ve X = Z olsun.

d:XxX - Edxy) = (x—ylalx—y|)

doniisiimii « > 0 ve a € R i¢in tanimlansin. Burada X = Z
lizerindeki L ortogonallik bagintisinin Ornek 1 deki gibi
taniml oldugunu kabul edilirse (X, L, d) bir ortogonal koni
metrik uzaydir.

Ornek 4. ([3]) ¢ = 1,b = 1 ve q,b € R olmak iizere,

E={{xp}:x, ER E7o1(Ix, )T < 0} ve P ={{x,} €
E:x, =0,vn € N} olsun. Kabul edelim ki (X, L, p) bir
ortogonal metrik uzay olsun. O halde X {izerinde

1
P Na
d:XXX—>E,d(x,y)=(b—n) (5)
doniisiimil tanimlanabilir ve bu doniisiim ortogonal koni
metriktir. Yani (X, L, d) bir ortogonal koni metrik uzaydir.

Tanim 8. ([3]) (X, L1, d) ortogonal koni metrik uzay olsun.
x € X olmak {izere {x,,}, X de ortogonal bir dizi olsun. Eger
6 << c olacak sekildeki her ¢ € E igin en az bir N € N var
oyle ki her n = N(n € N) i¢in d(x,, x) << c oluyorsa {x,,}
ortogonal dizisi yakinsaktir ve {x,}, x e yakinsar denir.

Tanim 9. ([3]) (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay olsun.
x € X olmak {izere {x,,}, X de ortogonal bir dizi olsun. Eger
6 << c olacak sekildeki her ¢ € E igin en az bir N € N var
Oyle ki her n,m = N(n,m € N) i¢in d(x,, x,,) << ¢
oluyorsa {x, } ortogonal dizisine X de bir ortogonal Cauchy
dizisi denir.

Tanmim 10. ([3]) (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay olsun.
Eger X deki her ortogonal Cauchy dizisi yakinsak ise bu
durumda (X, 1, d) koni metrik uzayina ortogonal tam koni
metrik uzay denir.

Lemma 2. ([3]) (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay olsun.
{x,}, X de ortogonal bir dizi olsun. {x,} ortogonal dizisi bir
x € X elemanna yakinstyorsa, bu dizi bir ortogonal Cauchy
dizisidir.

Tanim 11. ([3]) (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay olsun. X

deki her {x, } ortogonal dizisinin, X i¢inde yakinsak olan bir
{x,,} ortogonal alt dizisi olsun. Bu durumda (X, L, d)



Stirmelioglu ve Bilgili Giingor, Ortogonal Koni Metrik Uaylarda Bazi Ortak Sabit Nokta Teoremleri, 1SAS2019, Ankara, Turkey

ortogonal koni metrik uzayma dizisel kompakt ortogonal koni
metrik uzay denir.

Tanim 12. ([3]) (X, 1, d) ortogonal koni metrik uzay, 0 <
A<1ve A€ Rolsun. f: X — X dontisiimii i¢in,

xLy=d(fx fy) <2d(x,y)

oluyorsa f doniigiimiine A Lipschitz sabitiyle ortogonal
biiziilme (L —biiziilme) denir.

(6)

Tanim 13. ([3]) (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay olsun.
f:X = X donlisiimi i¢in,

xLly=fxL1lfy @)

oluyorsa f ye ortogonalligi koruyan déniisiim (L
—koruyan) denir.

Tanim 14. ([3]) (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay, x, € X
ortogonal dizi, f : X — X bir doniisiim ve x € X olsun.

®)

oluyorsa f ye x € X noktasinda ortogonal siirekli doniisiim
(L —siirekli) denir. Ayrica f doniisimii her x € X
noktasinda ortogonal siirekli ise, f doniisiimiine X kiimesi
tizerinde ortogonal stireklidir, denir.

Xp =X fx, = fx

Lemma 3. ([4]) (X, d) bir koni metrik uzay olsun. f,g: X —
X zayif bagdagsik iki doniigiim olsun. f ve g doniisiimleri X
icinde bir tek ¢akisim noktasina sahipse, bir tek ortak sabit
noktalar1 vardir.

I11. SONUCLAR
Tanim 15. (X, 1, d) bir ortogonal koni metrik uzay ve

f X — X bir doniisiim olsun. Her (x,) € X dizisi i¢in,

fGn) L f(ns1) = fnen) L f(xn42)

ve

fGne) L f(xn) = f(xne2) L f(Xps1)

oluyorsa f ye dizisel ortogonal déniisiim denir.

)

Teoreml. (X, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K
normal sabitiyle bir normal koni olsun. f,g: X - X
doniistimleri ve (x,) € X dizisi asagidaki sartlar1 saglasin.

(i) gx L gy olacak sekilde her x,y € X igin,
d(fx, fy) < Ad(gx, gy)
olacak sekilde en az bir A € (0,1) vardir.

(ii) f ortogonalligi koruyan, dizisel ortogonal bir doniisiim
olsun.

(iii)gx, — q = gp olacak sekilde p,q € X varken her n €
N* i¢in gx, L q = gp dir.

(iv)fa = gave fb = gb olacak sekildeki her a, b €
X i¢in ga 1 gb dir.
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Ayrica f(X) € g(X) ve g(X), X in tam ortogonal alt kiimesi
olsun. Bu durumda f ve g nin X iginde bir tek ¢akigim
noktasi vardir ve f ile g zayif bagdasik iki doniisiim ise,

f ve g nin bir tek ortak sabit noktasi vardir.

Ispat (X, L,d) ortogonal koni metrik uzay oldugundan;
Axp €X,(VyeX,xo Ly)V(Vy eX,y L x4)
dir.

Bu sart1 saglayan bir x, € X noktasi se¢elim. Bu nokta i¢in
f(X) € g(X) oldugundan, bir x; € X i¢cin f(xg) = g(x;)
olur.

Benzer sekilde devam edilirse,

Vi, € X, f(xy) = g(xn41) (10)

olacak sekilde x,,; € X vardir.

Diger taraftan x, ortogonal eleman iken, f ortogonalligi
korudugundan ve dizisel ortogonal bir doniisiim oldugundan,

xg Lx; = f(x) L f(x1)
= 9(x1) = f(x) L f(x1) = g(x2)
= 9g(x;) L g(x3)

seklinde devam edilirse {g(x, )} ortogonal dizidir.

Veya

2)x; Lxg = f(x1) L f(x0)
= g(x2) = f(x1) L f(x0) = g(x1)
= g(x3) L g(x2)

seklinde devam edilirse {g(x, )} ortogonal dizidir.

Ayrica (i) kosulundan,

d(gxn+1, %) = d(f X, fXn_1)
< ld(gxn' gxn—l)

= Ad(fXn-1, fXn-2)

< Azd(gxn—lt gxn—z)

< A"d(gx1, 9%xo)
Burada n > m olacak sekilde segilirse,
d(gXn, 9%m)

< d(gxn, gxn_1) + d(gxn_1, gxXn_3) + -
+ d(gXm+1, 9Xm)
S AT+ A2 4+ 2™ d(gxq, 9Xo)

m

<
1-4

d(gx,, gxo)
olur.

P, K normal sabitiyle normal koni oldugundan,

m

A
ld(gxn, gxm)Il < mK"d(gxp g%o)|l

olup n,m — oo limit durumunda d(gx,, gx,) — 6 olur.
Bu nedenle {g(x,)} bir Cauchy dizisidir.
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g(X) tam oldugundan, burada n — o limit durumunda
gxn — q olacak sekilde g(X) i¢inde bir q elemani vardir.
Sonug olarak gp = q olacak sekilde X i¢inde bir p elemant
bulabiliriz. Boylece (i) ve (iii) birlikte kullanilirsa, yeterince
biiyiik n € N* igin,

d(gxn, fp) = d(f¥n-1, fP) < Ad(g%¥n-1,9P)

oldugundan

ld(gxn, )l < KAlld(gxn—1, gP)II

olur.

Bundan dolayi, n — o limit durumunda d(gx,,, fp) = 0
olur. Ayrica n — oo limit durumunda d(gx,,, gp) — 6 du.

Koni metrik uzaydaki limitin tekliginden fp = gp olur.
Simdi f ve g nin bir tek ¢akigim noktasina sahip oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in fr = gr olacak sekilde X i¢inde
baska bir r noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda (i)
ve (iv) birlikte kullanilirsa,

d(gr,gp) = d(fr, fp) < Ad(gr, gp)

olup celiskilidir. O halde ||d(gr, gp)|| = 0 olup, gr =

gp elde edilir. Bu halde f ve g nin X iginde bir tek ¢akisim
noktasi olup, Lemma 3 den bir tek ortak sabit noktalari
vardir.

Teorem 2. (X, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K
normal sabitiyle bir normal koni olsun. f,g: X - X
dontsiimleri ve (x,,) € X dizisi asagidaki sartlar1 saglasin.

(i) gx L gy olacak sekilde her x,y € X igin,
d(fx, fy) < Ad(gx, gy)
olacak sekilde en az bir A € (0,1) vardir.
(ii) f, g ortogonalligi koruyan iki doniisiim olsun.
(iit) gx, = q = gp olacak sekilde p, g € X varken her
n € Nt icin gx, L q = gp dir.

(iv) fa = gave fb = gb olacak sekilde her a, b €
X igcin ga L gb dir.

Ayrica f(X) € g(X) ve g(X), X in tam ortogonal alt kiimesi
olsun. Bu durumda f ve g nin X iginde bir tek ¢akigim
noktasi vardir ve f ile g zayif bagdasik iki doniisiim ise,

f ve g nin bir tek ortak sabit noktasi vardir.

Lspat (X, L, d) ortogonal koni metrik uzay oldugundan;
Axg €X,(VyeX,xo Ly)V(Vy € X,y L xp)
dir.

Bu sart1 saglayan bir x, € X noktasi segelim. Bu nokta i¢in
f(X) € g(X) oldugundan, bir x; € X icin f(xy) = g(x;)
olur.
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Benzer sekilde devam edilirse;
Vx, € X, f (%) = g(Xn41) (11)
olacak sekilde x,,; € X vardir.

Diger taraftan x, ortogonal eleman iken, f, g ortogonalligi
korudugundan,

xg Lxg = fxo) L f(x1)
= g(x1) = f(xo) L f(x1) = 9(x2)
= g(xz) L g(x3)

seklinde devam edilirse {g(x,)} ortogonal dizidir.

Veya,

2)x; Lxg = f(x) L f(xo)
= 9g(x;) = f(x1) L f(x0) = g(x1)
= g(x3) L g(x;)

seklinde devam edilirse {g(x, )} ortogonal dizidir. Ve kanit
Teorem 1 in ispatina benzer sekilde tamamlanabilir.

Teorem 3. (X, 1,d) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K
normal sabitiyle bir normal koni olsun. f,g: X —» X
doniisiimleri ve (x,) € X dizisi asagidaki sartlari saglasin.

(i) gx L gy olacak sekilde her x,y € X igin,

d(fx, fy) < A(d(fx,gx) + d(fy, gy))

olacak sekilde en az bir A € (0, %) vardir.

(ii) f ortogonalligi koruyan, dizisel ortogonal bir doniigiim
olsun.

(iit) gx, = q = gp olacak sekildep, g € X varken her
n € N* i¢in gx, L q = gp dir.

(iv) fa = gave fb = gb olacak sekilde a, b € X i¢in
ga L gb dir.

Ayrica f(X) € g(X) ve g(X), X in tam ortogonal alt kiimesi
olsun. Bu durumda f ve g nin X iginde bir tek ¢cakisim
noktasi vardir ve f ile g zayif bagdasik iki doniisiim ise,

f ve g nin bir tek ortak sabit noktasi vardir.

Ispat (X, L1, d) ortogonal koni metrik uzay oldugundan;
Axg €X,(VyeX,xog LY)V(VyEX,y L xy)
dir.

Bu sart1 saglayan bir x, € X noktas1 secelim. Bu nokta igin

f(X) € g(X) oldugundan, bir x; € X i¢in f(xy) = g(x;)
olur.

Benzer sekilde devam edilirse;
Vx, € X, f(xn) = g(Xn41) (12)

olacak sekilde x,,; € X vardir.
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Diger taraftan x, ortogonal eleman iken, f ortogonalligi
korudugundan ve dizisel ortogonal bir doniisiim oldugundan,

Dxg Lxg = f(x) L f(xq)
= 9g(x1) = f(x) L f(x1) = g(x2)
= 9g(x;) L g(x3)

seklinde devam edilirse {g(x,,)} ortogonal dizidir.
Veya,

2)xy L xg = f(x) L f(x)
= g(xz2) = f(x1) L f(xo) = g(x1)
= g(x3) L g(x2)

seklinde devam edilirse {g(x,)} ortogonal dizidir.
Ayrica (i) kosulundan;

Ad(gXn+1,9%n) = A(fxp, fXn-1)
S A xp, gx) + d(fXn-1,9%n-1))
= Md(gXn+1,9xn) + d(gXn, GXn_1)

A
= d(gxn+1,9%n) S md(gxn' 9Xn-1)
lp, t = al
Yyazilip, =1 alinirsa,

d(gxn+1' gxn) < td(gxru gxn—l)

olur. Burada n > m olacak sekilde segilirse,

d(gxn, gxXm) < d(gXn, gXn_1)
+ d(gxn—l' gxn—2)+- ' +d(gxm+1: gxm)
S (VT2 L ™) d(gxg, 9Xo)

m

t
< 7740971, 9%0)

olur.

P, K normal sabitiyle normal koni oldugundan;

m

t
lld(gxn, gxm)ll < 7= Klld(gx1, gxo)l

olup n,m —» o d(gx,, gx,) = 0 olur. Bu nedenle {g(x,)}
bir Cauchy dizisidir.

g(X) tam oldugundan, n — oo limit durumunda gx, — q
olacak sekilde g(X) iginde bir g elemani1 vardir. Sonug olarak
gp = q olacak sekilde X icinde bir p elemani bulabiliriz.
Boylece (i) ve (iii) birlikte kullanilirsa, yeterince biiyiik n €
N7 icin,

d(gxn, fr) = d(fxy_1, fP)
M(d(fxp-1, g%n-1) + d(fp, gp))
Ad(fxn_1, gxn_1) + d(fp, gxn)

A
= d(gxn, fP) S 77 4(9%n 9¥n-1)

<
<

oldugundan,

A
ld(gxn, PNl < 7= Klld(gn, gXn-1
olur.

Bundan dolay1, n — oo limit durumunda d(gx,, fp) = 6
olur. Ayrica n — oo limit durumunda d(gx,,, gp) — 6 olur.

Koni metrik uzaydaki limitin tekliginden fp = gp olur.
Simdi f ve g nin bir tek ¢cakigim noktasina sahip oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in fr = gr olacak sekilde X i¢inde
bagka bir r noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda (i)
ve (iv) birlikte kullanilirsa,

d(gr,gp) = d(fr, fp) < Ald(fr,gr) + d(fp,gpr)] = 0

olup geliskilidir. O halde ||d(gr,gp)ll =0 olup, gr =
gp elde edilir. Bu halde f ve g nin X iginde bir tek ¢akisim
noktasi olup, Lemma 3 den bir tek ortak sabit noktalar1 vardir.

Teorem 4. (X, L, d) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K
normal sabitiyle bir normal koni olsun. f,g: X - X
doniistimleri ve (x,,) € X dizisi agsagidaki sartlar1 saglasin.

(i) gx L gy olacak sekilde her x,y € X igin,
d(fx, fy) < A(d(fx, gy) + d(fy, gx))
olacak sekilde en az bir 1 € (0, é) vardir.

(ii) f ortogonalligi koruyan, dizisel ortogonal bir déniisiim
olsun.

(iit) gx, = q = gp olacak sekilde p, g € X varken her
n € Nt icin gx, L q = gp dir.

(iv) fa = gave fb = gb olacak sekilde her a,b €
X i¢in ga L gb dir.

Ayrica f(X) € g(X) ve g(X), X in tam ortogonal alt kiimesi
olsun. Budurumda f ve g nin X iginde bir tek ¢akisim noktas1
vardir ve f ile g zayif bagdasik iki doniigim ise, f ve g nin
bir tek ortak sabit noktas1 vardir.

Ispat (X, 1, d) ortogonal koni metrik uzay oldugundan;
Axp €X,(VyeX,xog Ly)V(Vy €X,y L x4)
dir.

Bu sart1 saglayan bir x, € X noktasi segelim. Bu nokta igin
f(X) € g(X) oldugundan, bir x; € X i¢in f(xy) = g(x;)
olur.

Benzer sekilde devam edilirse;
Vi, € X, f (%) = g(Xn41) (13)
olacak sekilde x,,; € X vardir.

Diger taraftan x, ortogonal eleman iken, f ortogonalligi
korudugundan ve dizisel ortogonal bir doniisiim oldugundan,

1)xo Lxg = f(xo) L f(x1)
= g(x) = f(xo) L f(x1) = g(x2)
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= g(x2) L g(x3)
seklinde devam edilirse {g(x,,)} ortogonal dizidir.

Veya,

2)x; Lxg = f(x1) L f(x0)
= g(x2) = f(x1) L f(x0) = 9(x1)
= g(x3) L g(x2)
seklinde devam edilirse {g(x,)} ortogonal dizidir.
Ayrica (i) kosulundan;

d(gxn+1, %) = d(fxp, fXn_1)

< A(d(fxn' gxn—l) + d(fxn—l,gxn))
= Md(GXn+1, 9Xn—1) + d(gxn, gxn))
< A(d(gxn+1' gxn) + d(gxn,gxn—l))

A
= d(gxn+1,9%n) S md(gxn' 9%Xn-1)
lip, t = 2—al
yazilp, t = — alnirsa,

d(gxn+1' gxn) < td(gxn' gxn—l)

olur. Burada n > m olacak sekilde segilirse,

d(gxn gxm) < d(gxn, gXn_1)
+ d(gxn—l' gxn—2)+- ' +d(gxm+1' gxm)
S (Tt +t™)d (gxg, 9Xo)

m

< T d(gx1, %))

olur.

P, K normal sabitiyle normal koni oldugundan,

m

t
lld(gxn, gxm)Il < 1—_tKIId(gx1, gxo)ll

olup n,m — oo limit durumunda d(gx,, gx,,) = 0 olur.
Bu nedenle {g(x,)} bir Cauchy dizisidir.

g(X) tam oldugundan, n — oo limit durumunda gx,, - q
olacak sekilde g(X) i¢inde bir g eleman1 vardir. Sonug olarak
gp = q olacak sekilde X iginde bir p elemani bulabiliriz.
Boylece (i) ve (iii) birlikte kullanilirsa, yeterince biiyik n €
N7 icin,

d(gxn, fr) = d(fxn_1, fP)

S AAd(fxp-1, gp) +d(fD, gXn-1))
< Ad(9xn, 9xn) + A(fP, gXn-1)
S AA(fp, gxn) + A(gxn, gXn-1))

yl
= d(gxn, fP) S 77 4(9%n 9¥n-1)

oldugundan,

A
ld(gxn, Rl < mKlld(gxn,gxn_l)ll
olur.

Bundan dolay1, n = oo limit durumunda d(gx,, fp) - 6
olur. Ayrica n — oo limit durumunda d(gx,, gp) — 6 olur.
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Koni metrik uzaydaki limitin tekliginden fp = gp olur.
Simdi f ve g nin bir tek ¢akisim noktasina sahip oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in fr = gr olacak sekilde X i¢inde
bagka bir r noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda (i)
ve (iv) birlikte kullanilirsa,

d(gr,gp) = d(fr, fp)
< Ald(fr, gp) + d(fp, gr)]

= 2Ad(gr, gp)

olup celiskilidir. O halde [|d(gr, gp)I| = 0 olup, gr =

gp elde edilir. Bu halde f ve g nin X iginde bir tek ¢akisim
noktasi olup, Lemma 3’den bir tek ortak sabit noktalart
vardir.

IV. TARTISMA

Matematigin pek c¢ok dalinda genis bir kullanim ve
uygulama alanina sahip olan sabit nokta teorisi, pek ¢ok bilim
insan1 tarafindan ilgi ¢eken bir sahadir. Bu nedenle Banach
biiziilme prensibinin verilmesinin ardindan, bu prensibin pek
cok genellestirmesi yapilmistir. Bu genellestirmelerden bir
kismi da 6z doniigiimlerin ortak sabit noktalarinin varligi ve
tekligi ile ilgilidir. Koni metrik uzaylar {izerinde de ortak sabit
noktalarin varligi ve tekligi lizerine ¢aligmalar yapilmistir. Bu
calismada ise koni metrik uzaylar tizerinde bir ortogonallik
bagintis1 tamimlayarak elde edilen ortogonal koni metrik
uzaylar tizerinde ortak sabit noktalarmn varligi ve tekligi
incelenmistir. Verilen teoremlerdeki biiziilme prensiplerinin
ortogonallik bagimtist yoluyla yazilmasi nedeniyle agiktir ki
ortak sabit noktalarin varligini ve tekligini gostermek bu
teoremler yoluyla kolaylastirilmistir.

V. GENEL DEGERLENDIRME

Calismamizin ilk bolimiinde, kapsamli bir literatiir
taramast  sonucu, sabit nokta teori ¢alismalarinin
baslangicindan itibaren uygun biiziilme sartlarini saglayan
doniistimler i¢in ortak sabit noktalarin varliginin bulunmasi
stireciyle ilgili gelismelere deginilmis, ardindan da bu
calismanin genel konusu vurgulanmustir. Ikinci béliimde,
iiclincii boliimde verilecek olan ana teoremlerin anlasilmasini
saglamak i¢in gerekli temel tanimlar, drnekler ve lemmalar
referanslartyla verilmistir. Ugiincii boliimde ise ortogonal koni
metrik uzaylar {lizerinde tanimli 6z doniisiimler ortak sabit
noktalarin varlig ve tekligi ile ilgili teoremler verilmistir.

TESEKKUR

Calismamuzin degerlendirilme siirecinde emegi gegen ¢ok
degerli bilim insanlarma ve ISAS 2019 sempozyumunun
gerceklestirilmesinde  rol  alan  tim  ekibe  Ozverili
calismalarindan 6tiirli tesekkiir ederiz.
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