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Özet – 2017 yılında Gordji, Ramazani, De La Sen ve Cho [1] ortogonal küme ve ortogonal metrik uzay kavramlarını vermişlerdir. 

Ardından genelleştirilmiş metrik uzaylarda sabit nokta çalışmaları yapılmıştır ([2]). 2018 yılında Bilgili Gungor [3], koni metrik 

uzaylarda ortogonallik bağıntısını kullanarak büzülme dönüşümleri için sabit noktaların varlığını ispatlamıştır. Bu çalışmada ise 

Bilgili Gungor [3], Abbas ve Jungck [4] çalışmalarından esinlenerek, ortogonal koni metrik uzaylarda tanımlı öz dönüşümler 

için uygun büzülme şartları kullanılarak, ortak sabit noktaların varlığı ve tekliği incelenmiştir. 
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I. GIRIŞ 

Sabit nokta teoride, uygun büzülme koşullarını sağlayan 

dönüşümlerin ortak sabit noktalarını bulma konusu yaygın bir 

yer almaktadır. İlk kez 1976 yılında Jungck [5], Banach 

Büzülme Prensibini, dönüşümler için ortak sabit nokta 

teoremine genelleştirmiştir. Bu teoremin pek çok uygulamaları 

olmuştur. Fakat bu teoremde, verilen dönüşümlerin birinin 

sürekliliği gereklidir. Bu durumun üstesinden gelmek için 

1982 yılında Sessa [6], dönüşümler için zayıf değişmelilik 

kavramını vermiştir. 1986 yılında Jungck [7] dönüşümler için 

zayıf değişmelilik kavramını genelleştirmek adına, 

bağdaşıklık kavramını literatüre kazandırmıştır ve zayıf 

değişmeli dönüşümlerin bağdaşık olduğunu fakat karşıtının 

doğru olmadığını ispatlamıştır. 1994 yılında Pant [8], R-zayıf 

değişmeli dönüşümler kavramını ve bu dönüşümler için, 

dönüşümlerden en az birinin sürekli olması durumunda bazı 

ortak sabit nokta teoremlerini vermiştir. 

Diğer taraftan Kannan [9], 1968 yılında sabit noktalarında 

sürekli olmasına rağmen, tanım uzayında sürekli olmayan bir 

dönüşüm için sabit noktanın varlığını göstermiştir.  

1996 ve 1998 yıllarındaki çalışmalarında Jungck [10,11], 

çakışım noktalarında değişmeli öz dönüşümler için zayıf 

bağdaşıklığı tanımlamıştır. Bu kavramlar kullanılarak pek çok 

araştırmacı, metrik uzaylar üzerinde dönüşümlerin çakışım 

noktalarıyla ilgili çeşitli sonuçlar vermişlerdir.  2008 yılında 

Abbas ve Jungck [4], 2007 yılında Huang ve Zhang [12] 

tarafından tanımlanan koni metrik uzaylarda verilen sabit 

nokta teoremlerinden esinlenerek, koni metrik uzaylar 

üzerinde ortak sabit nokta teoremlerinin ifade ve ispatını 

yapmışlardır. 

Öte yandan 2017 yılında Gordji, Ramazani, De La Sen ve Cho 

[1] ortogonal küme ve ortogonal metrik uzay kavramlarını 

vermişlerdir. Ardından bu uzaylarda sabit nokta çalışmaları 

yapılmıştır. 2018 yılında Bilgili Gungor [3], koni metrik 

uzaylarda ortogonallik bağıntısını kullanarak büzülme 

dönüşümleri için sabit noktaların varlığını ispatlamıştır. Bu 

çalışmada ise Bilgili Gungor [3], Abbas ve Jungck [4] 

çalışmalarından esinlenerek, ortogonal koni metrik uzaylarda 

tanımlı öz dönüşümler için uygun büzülme şartları 

kullanılarak, ortak sabit noktaların varlığı ve tekliği 

incelenmiştir. 

 

II. MATERYAL VE METODLAR 

Tanım 1. ([1]) 𝑋 ≠ ∅ ve ⊥⊆ 𝑋 × 𝑋 bir ikili bağıntı olsun. 

Eğer ′ ⊥ ′ bağıntısı  

∃𝑥0 ∈ 𝑋, (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥0 ⊥ 𝑦) ∨ (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⊥ 𝑥0)                    (1)           

koşulunu sağlarsa 𝑋 ortogonal küme (O-küme) olarak 

adlandırılır. (𝑋, ⊥) ile gösterilir. Burada 𝑥0 elemanına 

ortogonal eleman denir. 

Örnek 1. ([2]) 𝑋 = ℤ olsun. 𝑘 ∈ ℤ için 𝑚 = 𝑘𝑛 oluyorsa, 

𝑚 ⊥ 𝑛 olarak tanımlansın. Her 𝑛 ∈ ℤiçin 0 ⊥ 𝑛 olduğu 

kolayca görülebilir. O halde (𝑋, ⊥) bir ortogonal kümedir. 

Sıradaki örnekte 𝑥0 ortogonal elemanının tek olmadığını 

görebiliriz. 

Örnek 2. ([2]) 𝑋 = [0, ∞) olsun. 𝑥. 𝑦 ∈ {𝑥, 𝑦} ise 𝑥 ⊥ 𝑦 

olarak tanımlansın. O halde 𝑥0 = 0 ve 𝑥0 = 1 olabilir. (𝑋, ⊥) 

bir ortogonal kümedir. 
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Tanım 2. ([1]) (𝑋, ⊥) bir ortogonal küme olsun. Herhangi iki 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑥 ⊥ 𝑦 ise bu elemanlara ortogonal bağlantılı 

elemanlar denir. 

Tanım 3. ([1]) Eğer (𝑋, ⊥) ortogonal kümesinde bir {𝑥𝑛} 

dizisi için  

(∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 ⊥ 𝑥𝑛+1) ∨ (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛+1 ⊥ 𝑥𝑛)                        (2) 

oluyorsa  {𝑥𝑛} dizisi ortogonal dizi (O-dizi) olarak 

adlandırılır. 

Benzer şekilde, bir {𝑥𝑛} ⊆ (𝑋, ⊥) Cauchy dizisi için 

(∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 ⊥ 𝑥𝑛+1) ∨ (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛+1 ⊥ 𝑥𝑛)                        (3) 

oluyorsa ortogonal Cauchy dizisi (O-Cauchy dizisi) olarak 

adlandırılır. 

Tanım 4. ([1]) (𝑋, ⊥) bir ortogonal küme ve 𝑑, 𝑋 üzerinde bir 

metrik olsun. O halde  (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal metrik uzay (O-

metrik uzay olarak adlandırılır. 

Tanım 5. ([12]) 𝐸 reel Banach uzayı ve 𝑃 ⊆ 𝐸 olsun. 𝑃’nin 

koni olması için gerek ve yeter şart  

(𝑖)    𝑃 𝑘𝑎𝑝𝑎𝑙𝚤, 𝑃 ≠ ∅ 𝑣𝑒 𝑃 ≠ {𝜃𝐸} 
(𝑖𝑖)  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 ⇒  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃 
(𝑖𝑖𝑖) 𝑥 ∈ 𝑃 𝑣𝑒 − 𝑥 ∈ 𝑃 ⇒  𝑥 = 𝜃𝐸 

olmasıdır. 

𝑃 ⊆ 𝐸 konisi verilsin. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑥 ≼ 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃 

olacak şekilde kısmi sıralama tanımlayabiliriz. 𝑥 ≼ 𝑦 fakat 

𝑥 ≠ 𝑦 olduğunu göstermek için 𝑥 ≺ 𝑦 yazabiliriz. 

𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 iken 𝑥 ≪ 𝑦 yazabiliriz. 𝑖𝑛𝑡 𝑃, 𝑃 nin içini ifade 

eder. 

Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için en az bir 𝐾 > 0 sayısı var öyle ki 0 ≼ 𝑥 ≼

𝑦 iken ‖𝑥‖𝐸 ≤ 𝐾‖𝑦‖𝐸 oluyorsa 𝑃 koniğine normal koni 

denir. 

Bu koşulu sağlayan en küçük 𝐾 > 0 sayısına 𝑃 normal 

koniğinin normal sabiti denir. 

𝑃 den alınan üstten sınırlı her artan dizi yakınsak ise 𝑃 

konisine regüler koni denir. Eğer {𝑥𝑛} dizisi bazı 𝑦 ∈ 𝐸 için 

𝑥1 ≼ 𝑥2 ≼ 𝑥3 ≼. . . ≼ 𝑥𝑛 ≼. . . ≼ 𝑦                                             (4) 

olacak şekilde bir dizi ise o halde bir 𝑥 ∈ 𝐸 için ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →

0(𝑛 → ∞). 

Eşdeğer olarak 𝑃 konisinin regüler koni olması için gerek ve 

yeter şart alttan sınırlı her azalan dizinin yakınsak olmasıdır. 

İyi bilinir ki her regüler koni bir normal konidir. 

Çalışmamızın devamında 𝐸 bir reel Banach uzayı, 𝑃 de 

𝑖𝑛𝑡 𝑃 ≠ ∅ olacak şekilde 𝐸 içinde bir koni ve ≼ bağıntısı da 

𝑃 üzerinde kısmi sıralama bağıntısı olarak kabul edilecektir. 

Tanım 6. ([12]) 𝑋 ≠ ∅ olmak üzere 𝑑 : 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü  

(𝑑1) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,  𝜃𝐸 ≼ 𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝜃𝐸 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

(𝑑2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 
(𝑑3) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

koşullarını sağlasın. O halde 𝑑 dönüşümüne 𝑋 üzerinde bir 

koni metrik ve (𝑋, 𝑑) ye de koni metrik uzay denir. 

Lemma 1. ([13]) (𝑋, 𝑑) koni metrik uzay olsun. Her 𝑐 ∈ 𝐸 de 

𝜃 ≪ 𝑐 olacak şekilde verilsin. 𝑥 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 ‖𝑥‖ < 𝛿 olduğunda 

𝑐 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 olacak şekilde 𝛿 > 0vardır. 

Tanım 7. ([3]) (𝑋, ⊥) bir ortogonal küme ve 𝑑, 𝑋 üzerinde bir 

koni metrik olsun. O halde (𝑋, ⊥, 𝑑) ye ortogonal koni metrik 

uzay (O-koni metrik uzay) denir. 

Örnek 3. ([3])  𝐸 = ℝ2, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 : 𝑥 , 𝑦 ≥ 0} ⊆

ℝ 2 𝑣𝑒 𝑋 = ℤ olsun. 

𝑑 : 𝑋 × 𝑋 → 𝐸, 𝑑(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, 𝛼|𝑥 − 𝑦|)  

dönüşümü 𝛼 ≥ 0 𝑣𝑒 𝛼 ∈ ℝ için tanımlansın. Burada 𝑋 = ℤ 

üzerindeki ⊥ ortogonallik bağıntısının  Örnek 1 deki gibi 

tanımlı olduğunu kabul edilirse (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni 

metrik uzaydır. 

Örnek 4. ([3])  𝑞 ≥ 1, 𝑏 ≥ 1 𝑣𝑒 𝑞, 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere, 

𝐸 = {{𝑥𝑛} : 𝑥𝑛 ∈ ℝ, ∑ (|𝑥𝑛|)𝑞 < ∞∞
𝑛=1 } 𝑣𝑒 𝑃 = {{𝑥𝑛} ∈

𝐸 : 𝑥𝑛 ≥ 0, ∀𝑛 ∈ ℕ} olsun. Kabul edelim ki (𝑋, ⊥, 𝜌) bir 

ortogonal metrik uzay olsun. O halde 𝑋 üzerinde 

𝑑 : 𝑋 × 𝑋 → 𝐸, 𝑑(𝑥, 𝑦) = (
𝜌

𝑏𝑛
)

1
𝑞

                                              (5) 

dönüşümü tanımlanabilir ve bu dönüşüm ortogonal koni 

metriktir. Yani (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzaydır. 

Tanım 8. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olsun. 

𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere {𝑥𝑛}, 𝑋 de ortogonal bir dizi olsun. Eğer 

𝜃 ≺≺ 𝑐 olacak şekildeki her 𝑐 ∈ 𝐸 için en az bir 𝑁 ∈ ℕ var 

öyle ki her 𝑛 ≥ 𝑁(𝑛 ∈ ℕ) için 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) ≺≺ 𝑐 oluyorsa {𝑥𝑛} 

ortogonal dizisi yakınsaktır ve {𝑥𝑛}, 𝑥 e yakınsar denir. 

Tanım 9. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olsun. 

𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere {𝑥𝑛}, 𝑋 de ortogonal bir dizi olsun. Eğer 

𝜃 ≺≺ 𝑐 olacak şekildeki her 𝑐 ∈ 𝐸 için en az bir 𝑁 ∈ ℕ var 

öyle ki her 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁(𝑛, 𝑚 ∈ ℕ) için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≺≺ 𝑐 

oluyorsa {𝑥𝑛} ortogonal dizisine 𝑋 de bir ortogonal Cauchy 

dizisi denir. 

Tanım 10. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olsun. 

Eğer 𝑋 deki her ortogonal Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

durumda (𝑋, ⊥, 𝑑) koni metrik uzayına ortogonal tam koni 

metrik uzay denir. 

Lemma 2. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olsun. 

{𝑥𝑛}, 𝑋 de ortogonal bir dizi olsun. {𝑥𝑛} ortogonal dizisi bir 

𝑥 ∈ 𝑋 elemanına yakınsıyorsa, bu dizi bir ortogonal Cauchy 

dizisidir. 

Tanım 11. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olsun. 𝑋 

deki her {𝑥𝑛} ortogonal dizisinin, 𝑋 içinde yakınsak olan bir 

{𝑥𝑛𝑖
} ortogonal alt dizisi olsun. Bu durumda (𝑋, ⊥, 𝑑) 
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ortogonal koni metrik uzayına dizisel kompakt ortogonal koni 

metrik uzay denir. 

Tanım 12. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay, 0 <

𝜆 < 1 ve  𝜆 ∈ ℝ olsun. 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 dönüşümü için, 

𝑥 ⊥ 𝑦 ⇒ 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≼ 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦)                                            (6) 

oluyorsa 𝑓 dönüşümüne 𝜆 Lipschitz sabitiyle ortogonal 

büzülme (⊥ −𝑏ü𝑧ü𝑙𝑚𝑒) denir. 

Tanım 13. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olsun. 

𝑓 : 𝑋 → 𝑋 dönüşümü için, 

𝑥 ⊥ 𝑦 ⇒ 𝑓𝑥 ⊥ 𝑓𝑦                                                   (7) 

oluyorsa 𝑓 ye ortogonalliği koruyan dönüşüm (⊥

−𝑘𝑜𝑟𝑢𝑦𝑎𝑛) denir. 

Tanım 14. ([3]) (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay, 𝑥𝑛 ⊆ 𝑋 

ortogonal dizi, 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 

𝑥𝑛 → 𝑥 ⇒ 𝑓𝑥𝑛 → 𝑓𝑥                                                            (8) 

oluyorsa 𝑓 ye 𝑥 ∈ 𝑋  noktasında ortogonal sürekli dönüşüm 

(⊥ −𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖) denir. Ayrıca   𝑓  dönüşümü her 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasında ortogonal sürekli ise, 𝑓 dönüşümüne 𝑋 kümesi 

üzerinde ortogonal süreklidir, denir. 

Lemma 3. ([4])  (𝑋, 𝑑) bir koni metrik uzay olsun. 𝑓, 𝑔 : 𝑋 →

𝑋 zayıf bağdaşık iki dönüşüm olsun. 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri 𝑋 

içinde bir tek çakışım noktasına sahipse, bir tek ortak sabit 

noktaları vardır. 

 

III. SONUÇLAR 

Tanım 15. (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay ve  

𝑓 : 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. 𝐻𝑒𝑟 (𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 dizisi için, 

𝑓(𝑥𝑛) ⊥ 𝑓(𝑥𝑛+1) ⇒ 𝑓(𝑥𝑛+1) ⊥ 𝑓(𝑥𝑛+2) 

                                  𝑣𝑒                                                      (9) 

𝑓(𝑥𝑛+1) ⊥ 𝑓(𝑥𝑛) ⇒ 𝑓(𝑥𝑛+2) ⊥ 𝑓(𝑥𝑛+1) 

oluyorsa 𝑓 ye  dizisel ortogonal dönüşüm denir. 

Teorem1. (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K 

normal sabitiyle bir normal koni olsun. 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 

dönüşümleri ve (𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 dizisi aşağıdaki şartları sağlasın. 

(𝑖) 𝑔𝑥 ⊥ 𝑔𝑦 olacak şekilde her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≼ 𝜆𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 

olacak şekilde en az bir 𝜆 ∈ (0,1) vardır. 

(𝑖𝑖) 𝑓 ortogonalliği koruyan, dizisel ortogonal bir dönüşüm 

olsun.  

(𝑖𝑖𝑖)𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 = 𝑔𝑝 olacak şekilde 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋 varken her  𝑛 ∈

ℕ+ için  𝑔𝑥𝑛 ⊥ 𝑞 = 𝑔𝑝 dir. 

(𝑖𝑣)𝑓𝑎 = 𝑔𝑎 𝑣𝑒 𝑓𝑏 = 𝑔𝑏 olacak şekildeki her 𝑎, 𝑏 ∈

 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑔𝑎 ⊥ 𝑔𝑏 dir. 

Ayrıca 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) ve 𝑔(𝑋), 𝑋 𝑖𝑛 tam ortogonal alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 nin  𝑋 içinde bir tek çakışım 

noktası vardır ve 𝑓 𝑖𝑙𝑒 𝑔 zayıf bağdaşık iki dönüşüm ise, 

𝑓 𝑣𝑒 𝑔 nin bir tek ortak sabit noktası vardır. 

İspat  (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olduğundan; 

∃𝑥0 ∈ 𝑋, (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥0 ⊥ 𝑦) ∨ (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⊥ 𝑥0) 

dır. 

Bu şartı sağlayan bir 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası seçelim. Bu nokta için 

𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) olduğundan, bir 𝑥1 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

olur. 

Benzer şekilde devam edilirse, 

∀𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑛+1)                                               (10) 

olacak şekilde  𝑥𝑛+1 ∈ 𝑋  vardır. 

Diğer taraftan  𝑥0  ortogonal eleman iken, 𝑓 ortogonalliği 

koruduğundan ve dizisel ortogonal bir dönüşüm olduğundan, 

1) 𝑥0 ⊥ 𝑥1 ⇒ 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥1) = 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) 

⇒ 𝑔(𝑥2) ⊥ 𝑔(𝑥3) 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. 

Veya 

2) 𝑥1 ⊥ 𝑥0 ⇒ 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) 

⇒ 𝑔(𝑥2) = 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥3) ⊥ 𝑔(𝑥2) 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. 

Ayrıca (𝑖) koşulundan, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) = 𝑑(𝑓𝑥𝑛, 𝑓𝑥𝑛−1) 

≼ 𝜆𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) 

= 𝜆𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑓𝑥𝑛−2) 

≼ 𝜆2𝑑(𝑔𝑥𝑛−1, 𝑔𝑥𝑛−2) 

. . . 

≼ 𝜆𝑛𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

Burada 𝑛 > 𝑚 olacak şekilde seçilirse, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑚)                                                                                         

≼ 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) + 𝑑(𝑔𝑥𝑛−1, 𝑔𝑥𝑛−2) + ⋯

+ 𝑑(𝑔𝑥𝑚+1, 𝑔𝑥𝑚) 

≼ (𝜆𝑛−1 + 𝜆𝑛−2 + ⋯ + 𝜆𝑚)𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

≼
𝜆𝑚

1 − 𝜆
𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

olur. 

𝑃, 𝐾 normal sabitiyle normal koni olduğundan, 

‖𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑚)‖ ≤
𝜆𝑚

1 − 𝜆
𝐾‖𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0)‖ 

olup  𝑛, 𝑚 → ∞ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑢𝑛𝑑𝑎  𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑚) → 𝜃 𝑜𝑙𝑢𝑟. 

Bu nedenle {𝑔(𝑥𝑛)} bir Cauchy dizisidir. 
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𝑔(𝑋) tam olduğundan, burada 𝑛 → ∞   limit durumunda 

𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 olacak şekilde 𝑔(𝑋) içinde bir 𝑞 elemanı vardır. 

Sonuç olarak 𝑔𝑝 = 𝑞 olacak şekilde 𝑋 içinde bir 𝑝 elemanı 

bulabiliriz. Böylece (i) ve (iii) birlikte kullanılırsa, yeterince 

büyük  𝑛 ∈ ℕ+ için, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) = 𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑓𝑝) ≼ 𝜆𝑑(𝑔𝑥𝑛−1, 𝑔𝑝) 

olduğundan  

‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝)‖ ≤ 𝐾𝜆‖𝑑(𝑔𝑥𝑛−1, 𝑔𝑝)‖ 

olur. 

Bundan dolayı,  𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) → 𝜃 

olur. Ayrıca 𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑝) → 𝜃 dır. 

Koni metrik uzaydaki limitin tekliğinden 𝑓𝑝 = 𝑔𝑝 olur. 

Şimdi 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 𝑛𝑖𝑛 bir tek çakışım noktasına sahip olduğunu 

gösterelim.  Bunun için 𝑓𝑟 = 𝑔𝑟 olacak şekilde  𝑋 içinde 

başka bir 𝑟 noktası olduğunu kabul edelim. Bu durumda (i) 

ve (iv) birlikte kullanılırsa, 

𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝) = 𝑑(𝑓𝑟, 𝑓𝑝) ≼ 𝜆𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝) 

olup çelişkilidir. O halde ‖𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝)‖ = 0 olup, 𝑔𝑟 =

𝑔𝑝 elde edilir. Bu halde 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 𝑛𝑖𝑛 𝑋 içinde bir tek çakışım 

noktası olup, Lemma 3 den bir tek ortak sabit noktaları 

vardır. 

 

Teorem 2. (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K 

normal sabitiyle bir normal koni olsun. 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 

dönüşümleri ve (𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 dizisi aşağıdaki şartları sağlasın. 

(𝑖) 𝑔𝑥 ⊥ 𝑔𝑦 olacak şekilde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≼ 𝜆𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 

olacak şekilde en az bir 𝜆 ∈ (0,1) vardır. 

(𝑖𝑖) 𝑓, 𝑔 ortogonalliği koruyan iki dönüşüm olsun. 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 = 𝑔𝑝 olacak şekilde 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋 varken her  

𝑛 ∈ ℕ+ için  𝑔𝑥𝑛 ⊥ 𝑞 = 𝑔𝑝 dir. 

(𝑖𝑣) 𝑓𝑎 = 𝑔𝑎 𝑣𝑒 𝑓𝑏 = 𝑔𝑏 olacak şekilde her 𝑎, 𝑏 ∈

𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑔𝑎 ⊥ 𝑔𝑏 dir. 

Ayrıca 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) ve 𝑔(𝑋), 𝑋 in tam ortogonal alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 nin  𝑋 içinde bir tek çakışım 

noktası vardır ve 𝑓 𝑖𝑙𝑒 𝑔 zayıf bağdaşık iki dönüşüm ise, 

𝑓 𝑣𝑒 𝑔 nin bir tek ortak sabit noktası vardır. 

İspat   (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olduğundan; 

∃𝑥0 ∈ 𝑋, (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥0 ⊥ 𝑦) ∨ (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⊥ 𝑥0) 

dır. 

Bu şartı sağlayan bir 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası seçelim. Bu nokta için 

𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) olduğundan, bir 𝑥1 ∈ 𝑋  𝑖ç𝑖𝑛  𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

olur. 

Benzer şekilde devam edilirse; 

∀𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑛+1)                                                    (11) 

olacak şekilde  𝑥𝑛+1 ∈ 𝑋  vardır. 

Diğer taraftan  𝑥0  ortogonal eleman iken, 𝑓, 𝑔 ortogonalliği 

koruduğundan, 

1) 𝑥0 ⊥ 𝑥1 ⇒ 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥1) = 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) 

⇒ 𝑔(𝑥2) ⊥ 𝑔(𝑥3) 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. 

Veya, 

2) 𝑥1 ⊥ 𝑥0 ⇒ 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) 

⇒ 𝑔(𝑥2) = 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥3) ⊥ 𝑔(𝑥2) 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. Ve kanıt 

Teorem 1 in ispatına benzer şekilde tamamlanabilir. 

Teorem 3.  (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K 

normal sabitiyle bir normal koni olsun. 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 

dönüşümleri ve (𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 dizisi aşağıdaki şartları sağlasın. 

(𝑖) 𝑔𝑥 ⊥ 𝑔𝑦 olacak şekilde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥, 𝑔𝑥) + 𝑑(𝑓𝑦, 𝑔𝑦)) 

olacak şekilde en az bir 𝜆 ∈ (0,
1

2
) vardır. 

(𝑖𝑖) 𝑓 ortogonalliği koruyan, dizisel ortogonal bir dönüşüm 

olsun. 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 = 𝑔𝑝 olacak şekilde𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋 varken her 

 𝑛 ∈ ℕ+ için  𝑔𝑥𝑛 ⊥ 𝑞 = 𝑔𝑝 dir. 

(𝑖𝑣) 𝑓𝑎 = 𝑔𝑎 𝑣𝑒 𝑓𝑏 = 𝑔𝑏 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 için   

𝑔𝑎 ⊥ 𝑔𝑏 dir. 

Ayrıca 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) ve 𝑔(𝑋), 𝑋 in tam ortogonal alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓 ve 𝑔 nin  𝑋 içinde bir tek çakışım 

noktası vardır ve 𝑓 𝑖𝑙𝑒 𝑔 zayıf bağdaşık iki dönüşüm ise, 

𝑓 𝑣𝑒 𝑔 nin bir tek ortak sabit noktası vardır. 

İspat  (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olduğundan; 

∃𝑥0 ∈ 𝑋, (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥0 ⊥ 𝑦) ∨ (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⊥ 𝑥0) 

dır. 

Bu şartı sağlayan bir 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası seçelim. Bu nokta için 

𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) olduğundan, bir 𝑥1 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

olur. 

Benzer şekilde devam edilirse; 

∀𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑛+1)                                                  (12) 

olacak şekilde  𝑥𝑛+1 ∈ 𝑋  vardır. 
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Diğer taraftan  𝑥0  ortogonal eleman iken, 𝑓 ortogonalliği 

koruduğundan ve dizisel ortogonal bir dönüşüm olduğundan, 

1)𝑥0 ⊥ 𝑥1 ⇒ 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥1) = 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) 

⇒ 𝑔(𝑥2) ⊥ 𝑔(𝑥3) 

. .. 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. 

Veya, 

2)𝑥1 ⊥ 𝑥0 ⇒ 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) 

⇒ 𝑔(𝑥2) = 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥3) ⊥ 𝑔(𝑥2) 

. .. 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. 

Ayrıca (𝑖) koşulundan; 

𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) = 𝑑(𝑓𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛−1) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛) + 𝑑(𝑓𝑥𝑛−1,𝑔𝑥𝑛−1)) 

= 𝜆(𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) + 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) 

⇒ 𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) ≼
𝜆

1 − 𝜆
𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑛−1) 

yazılıp,  𝑡 =
𝜆

1−𝜆
 alınırsa, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) ≼ 𝑡𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) 

olur. Burada 𝑛 > 𝑚 olacak şekilde seçilirse, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑛−1)

+ 𝑑(𝑔𝑥𝑛−1, 𝑔𝑥𝑛−2)+. . . +𝑑(𝑔𝑥𝑚+1, 𝑔𝑥𝑚) 

≤ (𝑡𝑛−1 + 𝑡𝑛−2+. . . +𝑡𝑚)𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

≤
𝑡𝑚

1 − 𝑡
𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

 
 

olur. 

𝑃, 𝐾 normal sabitiyle normal koni olduğundan; 

‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑚)‖ ≤
𝑡𝑚

1 − 𝑡
𝐾‖𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0)‖ 

olup  𝑛, 𝑚 → ∞  𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑚) → 𝜃 𝑜𝑙𝑢𝑟. Bu nedenle {𝑔(𝑥𝑛)} 

bir Cauchy dizisidir. 

𝑔(𝑋) tam olduğundan, 𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 

olacak şekilde 𝑔(𝑋) içinde bir 𝑞 elemanı vardır. Sonuç olarak 

𝑔𝑝 = 𝑞 olacak şekilde 𝑋 içinde bir 𝑝 elemanı bulabiliriz. 

Böylece (i) ve (iii) birlikte kullanılırsa, yeterince büyük  𝑛 ∈

ℕ+ için, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) = 𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑓𝑝) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑔𝑥𝑛−1) + 𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑝)) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑔𝑥𝑛−1) + 𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑥𝑛) 

⇒ 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) ≼
𝜆

1 − 𝜆
𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) 

olduğundan, 

‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝)‖ ≤
𝜆

1 − 𝜆
𝐾‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1)‖ 

olur. 

Bundan dolayı,  𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑓𝑝) → 𝜃 

olur. Ayrıca 𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑝) → 𝜃 olur. 

Koni metrik uzaydaki limitin tekliğinden 𝑓𝑝 = 𝑔𝑝 olur. 

Şimdi 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 𝑛𝑖𝑛 bir tek çakışım noktasına sahip olduğunu 

gösterelim.  Bunun için 𝑓𝑟 = 𝑔𝑟 olacak şekilde  𝑋 içinde 

başka bir 𝑟 noktası olduğunu kabul edelim. Bu durumda (i) 

ve (iv) birlikte kullanılırsa, 

𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝) = 𝑑(𝑓𝑟, 𝑓𝑝) ≼ 𝜆[𝑑(𝑓𝑟, 𝑔𝑟) + 𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑝)] = 𝜃 

olup çelişkilidir. O halde ‖𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝)‖ = 0 olup, 𝑔𝑟 =

𝑔𝑝  elde edilir. Bu halde 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 𝑛𝑖𝑛 𝑋 içinde bir tek çakışım 

noktası olup, Lemma 3 den bir tek ortak sabit noktaları vardır. 

Teorem 4. (𝑋, ⊥, 𝑑) bir ortogonal koni metrik uzay ve P, K 

normal sabitiyle bir normal koni olsun. 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 

dönüşümleri ve (𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 dizisi aşağıdaki şartları sağlasın. 

(𝑖) 𝑔𝑥 ⊥ 𝑔𝑦 olacak şekilde her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥, 𝑔𝑦) + 𝑑(𝑓𝑦, 𝑔𝑥)) 

olacak şekilde en az bir  𝜆 ∈ (0,
1

2
) vardır. 

(𝑖𝑖) 𝑓 ortogonalliği koruyan, dizisel ortogonal bir dönüşüm 

olsun. 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 = 𝑔𝑝 olacak şekilde 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋 varken her  

 𝑛 ∈ ℕ+ için  𝑔𝑥𝑛 ⊥ 𝑞 = 𝑔𝑝 dir. 

(𝑖𝑣) 𝑓𝑎 = 𝑔𝑎 𝑣𝑒 𝑓𝑏 = 𝑔𝑏 olacak şekilde her  𝑎, 𝑏 ∈

𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑔𝑎 ⊥ 𝑔𝑏 dir. 

Ayrıca 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) ve 𝑔(𝑋), 𝑋 in tam ortogonal alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 𝑛𝑖𝑛 𝑋 içinde bir tek çakışım noktası 

vardır ve 𝑓 𝑖𝑙𝑒 𝑔 zayıf bağdaşık iki dönüşüm ise, 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 nin 

bir tek ortak sabit noktası vardır. 

İspat   (𝑋, ⊥, 𝑑) ortogonal koni metrik uzay olduğundan; 

∃𝑥0 ∈ 𝑋, (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥0 ⊥ 𝑦) ∨ (∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⊥ 𝑥0) 

dır. 

Bu şartı sağlayan bir 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası seçelim. Bu nokta için 

𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) olduğundan, bir 𝑥1 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

olur. 

Benzer şekilde devam edilirse; 

∀𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑛+1)                                                    (13) 

olacak şekilde  𝑥𝑛+1 ∈ 𝑋  vardır. 

Diğer taraftan  𝑥0  ortogonal eleman iken, 𝑓 ortogonalliği 

koruduğundan ve dizisel ortogonal bir dönüşüm olduğundan, 

1) 𝑥0 ⊥ 𝑥1 ⇒ 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥1) = 𝑓(𝑥0) ⊥ 𝑓(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) 
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⇒ 𝑔(𝑥2) ⊥ 𝑔(𝑥3) 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir. 

Veya, 

2) 𝑥1 ⊥ 𝑥0 ⇒ 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) 

⇒ 𝑔(𝑥2) = 𝑓(𝑥1) ⊥ 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝑥1) 

⇒ 𝑔(𝑥3) ⊥ 𝑔(𝑥2) 

şeklinde devam edilirse {𝑔(𝑥𝑛)} ortogonal dizidir.  

Ayrıca (𝑖) koşulundan; 

𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) = 𝑑(𝑓𝑥𝑛 , 𝑓𝑥𝑛−1) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) + 𝑑(𝑓𝑥𝑛−1,𝑔𝑥𝑛)) 

= 𝜆(𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛−1) + 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛)) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) + 𝑑(𝑔𝑥𝑛,𝑔𝑥𝑛−1)) 

⇒ 𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) ≼
𝜆

1 − 𝜆
𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑛−1) 

yazılıp,  𝑡 =
𝜆

1−𝜆
 alınırsa, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛+1, 𝑔𝑥𝑛) ≼ 𝑡𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) 

olur. Burada 𝑛 > 𝑚 olacak şekilde seçilirse, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑥𝑛−1)

+ 𝑑(𝑔𝑥𝑛−1, 𝑔𝑥𝑛−2)+. . . +𝑑(𝑔𝑥𝑚+1, 𝑔𝑥𝑚) 

≤ (𝑡𝑛−1 + 𝑡𝑛−2+. . . +𝑡𝑚)𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

≤
𝑡𝑚

1 − 𝑡
𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0) 

olur. 

𝑃, 𝐾 normal sabitiyle normal koni olduğundan, 

‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑚)‖ ≤
𝑡𝑚

1 − 𝑡
𝐾‖𝑑(𝑔𝑥1, 𝑔𝑥0)‖ 

olup  𝑛, 𝑚 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑚) → 𝜃 𝑜𝑙𝑢𝑟.  

Bu nedenle {𝑔(𝑥𝑛)} bir Cauchy dizisidir. 

𝑔(𝑋) tam olduğundan, 𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑔𝑥𝑛 → 𝑞 

olacak şekilde 𝑔(𝑋) içinde bir 𝑞 elemanı vardır. Sonuç olarak 

𝑔𝑝 = 𝑞 olacak şekilde 𝑋 içinde bir 𝑝 elemanı bulabiliriz. 

Böylece (i) ve (iii) birlikte kullanılırsa, yeterince büyük  𝑛 ∈

ℕ+ için, 

𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) = 𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑓𝑝) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑔𝑝) + 𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑥𝑛−1)) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛) + 𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑥𝑛−1) 

≼ 𝜆(𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑥𝑛) + 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1)) 

⇒ 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) ≼
𝜆

1 − 𝜆
𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1) 

olduğundan, 

‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝)‖ ≤
𝜆

1 − 𝜆
𝐾‖𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑥𝑛−1)‖ 

olur. 

Bundan dolayı, 𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑓𝑝) → 𝜃 

olur. Ayrıca 𝑛 → ∞ limit durumunda 𝑑(𝑔𝑥𝑛 , 𝑔𝑝) → 𝜃 olur. 

Koni metrik uzaydaki limitin tekliğinden 𝑓𝑝 = 𝑔𝑝 olur. 

Şimdi 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 𝑛𝑖𝑛 bir tek çakışım noktasına sahip olduğunu 

gösterelim.  Bunun için 𝑓𝑟 = 𝑔𝑟 olacak şekilde  𝑋 içinde 

başka bir 𝑟 noktası olduğunu kabul edelim. Bu durumda (i) 

ve (iv) birlikte kullanılırsa, 

𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝) = 𝑑(𝑓𝑟, 𝑓𝑝) 

                                                 ≼ 𝜆[𝑑(𝑓𝑟, 𝑔𝑝) + 𝑑(𝑓𝑝, 𝑔𝑟)] 

                        = 2𝜆𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝) 

olup çelişkilidir. O halde ‖𝑑(𝑔𝑟, 𝑔𝑝)‖ = 0 olup, 𝑔𝑟 =

𝑔𝑝 elde edilir. Bu halde 𝑓 𝑣𝑒 𝑔  nin 𝑋 içinde bir tek çakışım 

noktası olup, Lemma 3’den bir tek ortak sabit noktaları 

vardır. 

 

IV. TARTIŞMA 

Matematiğin pek çok dalında geniş bir kullanım ve 

uygulama alanına sahip olan sabit nokta teorisi, pek çok bilim 

insanı tarafından ilgi çeken bir sahadır. Bu nedenle Banach 

büzülme prensibinin verilmesinin ardından, bu prensibin pek 

çok genelleştirmesi yapılmıştır. Bu genelleştirmelerden bir 

kısmı da öz dönüşümlerin ortak sabit noktalarının varlığı ve 

tekliği ile ilgilidir. Koni metrik uzaylar üzerinde de ortak sabit 

noktaların varlığı ve tekliği üzerine çalışmalar yapılmıştır. Bu 

çalışmada ise koni metrik uzaylar üzerinde bir ortogonallik 

bağıntısı tanımlayarak elde edilen ortogonal koni metrik 

uzaylar üzerinde ortak sabit noktaların varlığı ve tekliği 

incelenmiştir. Verilen teoremlerdeki büzülme prensiplerinin 

ortogonallik bağıntısı yoluyla yazılması nedeniyle açıktır ki 

ortak sabit noktaların varlığını ve tekliğini göstermek bu 

teoremler yoluyla kolaylaştırılmıştır. 

 

 

V. GENEL DEĞERLENDIRME  

Çalışmamızın ilk bölümünde, kapsamlı bir literatür 

taraması sonucu, sabit nokta teori çalışmalarının 

başlangıcından itibaren uygun büzülme şartlarını sağlayan 

dönüşümler için ortak sabit noktaların varlığının bulunması 

süreciyle ilgili gelişmelere değinilmiş, ardından da bu 

çalışmanın genel konusu vurgulanmıştır. İkinci bölümde, 

üçüncü bölümde verilecek olan ana teoremlerin anlaşılmasını 

sağlamak için gerekli temel tanımlar, örnekler ve lemmalar 

referanslarıyla verilmiştir. Üçüncü bölümde ise ortogonal koni 

metrik uzaylar üzerinde tanımlı öz dönüşümler ortak sabit 

noktaların varlığı ve tekliği ile ilgili teoremler verilmiştir.  
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